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Funktio on yksi ta¨rkeimmista¨ ka¨sitteista¨ matematiikassa ja luonnontieteissa¨. Funk-
tion ka¨site perustuu joukko-oppiin. Joukko-oppi ei varsinaisesti sisa¨lly Opetushal-
lituksen hyva¨ksymiin valtakunnallisen opetussuunnitelman perusteisiin, jotka ma¨a¨-
ra¨a¨va¨t, mita¨ opetuksen tulee sisa¨lta¨a¨ peruskoulussa ja lukiossa.
Ensin ta¨ssa¨ tutkimuksessa selviteta¨a¨n, millaisen kuvan peruskoulun ja lukion pit-
ka¨n matematiikan oppikirjat antavat funktiosta. Tutkimukseen valittiin yhteensa¨
kuusi oppikirjaa. Peruskoulun ja lukion pitka¨n matematiikan oppikirjat analysoi-
tiin laadullisella sisa¨llo¨nanalyysilla¨. Lukion oppikirjat ma¨a¨ritteleva¨t funktion vas-
taavuutena ja peruskoulun oppikirjat sa¨a¨nto¨na¨, joka kuvaa riippuvuutta. La¨himpa¨-
na¨ funktion matemaattista ma¨a¨ritelma¨a¨ on funktion ymma¨rta¨minen vastaavuutena.
Oppikirjojen erot ovat kaiken kaikkiaan va¨ha¨isia¨.
Toiseksi tutkimuksessa selviteta¨a¨n, mista¨ la¨hto¨kohdista opettajat suunnittelevat
opetustaan ja mita¨ he pita¨va¨t ta¨rkea¨na¨ funktion ka¨sitteen opetuksessa. Matematii-
kan opettajille la¨hetettiin sa¨hko¨inen kyselylomake, josta kera¨tty aineisto ka¨siteltiin
tilastollisin menetelmin.
Kyselytutkimuksen perusteella oppikirja ja opettajan omat kokemukset ovat ta¨r-
keimma¨t opetuksen suunnitteluun liittyvista¨ tekijo¨ista¨. Opettajat pita¨va¨t ta¨rkea¨na¨
funktion ymma¨rta¨mista¨ riippuvuutena, mika¨ tukee oppikirjojen na¨kemysta¨. Lukion
opettajat pita¨va¨t funktion ymma¨rta¨mista¨ vastaavuutena ta¨rkea¨mpa¨na¨ kuin perus-
koulun opettajat.
Funktion ka¨site on selva¨sti hankala opetettava asia ja se ja¨a¨ epa¨ta¨sma¨lliseksi
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The function is one of the most important concepts in mathematics and natural
sciences. The concept of function is based on the set theory. The national core
curriculum does not include the set theory. The national core curriculum determines
which contents in the comprehensive school and general upper secondary school
education are included. The national core curriculum is determined by the Finnish
National Board of Education.
First in this research we are found out what kind of image mathematics textbooks
affords the function in comprehensive school and in the advanced mathematics syl-
labus in upper secondary school. Six textbooks were chosen for this research. The
contents of the textbooks were analyzed with qualitative methods. The textbooks
in upper secondary school define that the function is a correspondence and the text-
books in comprehensive school define that the function is a rule that stands for
dependence. In this research the function can be understood as a correspondence
that is a nearest equivalent to the mathematical definition of the function. Overall,
the differences between the textbooks are minor.
Secondly, in the survey we are found out how mathematics teachers plan their
teaching and what they consider important in teaching the concept of function. The
electrical questionnaire was sent to mathematics teachers. The data was processed
using statistical methods. According to the survey the textbooks and the teacher’s
own experience affect most planning of teaching. The teachers consider that it is
important to learn to think the function as a dependence. This is also supported
by the view of textbooks. Teachers in upper secondary school consider that it is
more important to learn to think the function as a correspondence than teachers in
comprehensive school.
The concept of function is clearly difficult to teach and it is inexact both in
teaching and in textbooks. In upper secondary school the representation of function
could be more mathematical.
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11. JOHDANTO
Funktio on yksi ta¨rkeimmista¨ ja ka¨ytetyimmista¨ ka¨sitteista¨ matematiikassa ja luon-
nontieteissa¨. Funktioilla esiteta¨a¨n matemaattisia malleja. Monet monimutkaisesti
selitetta¨va¨t asiat ovat esitetta¨vissa¨ funktion avulla helpottaen, nopeuttaen ja yksin-
kertaistaen laskentaa.
Funktion ka¨site ma¨a¨ritella¨a¨n matematiikan osa-alueista joukko-opissa. Joukko-
oppi ja logiikka olivat keskeisessa¨ asemassa suomalaisen peruskoulun matematiikas-
sa 1970-luvulla. Aikakautta, jolloin matematiikan opetuksen haluttiin pohjautuvan
ymma¨rta¨miselle, kutsutaan uuden matematiikan ajaksi. Ka¨yta¨nno¨nla¨heisyyden ja
konkreettisuuden puuttumisen vuoksi seka¨ oppilaat etta¨ opettajat kokivat uuden
matematiikan haastavaksi ja aikaa vieva¨ksi. Pikkuhiljaa alettiin siirtya¨ opetuksessa
takaisin aritmetiikkaan, geometriaan ja algebraan. Nykyisin peruskoulussa ja lukios-
sa joukko-oppia on ena¨a¨ hyvin va¨ha¨n.
Nykyisin funktion ka¨site esitella¨a¨n ensimma¨isen kerran yla¨koulussa yleensa¨ yh-
deksa¨nnella¨ luokalla. Lukiossa ka¨sitteen ymma¨rta¨mista¨ on tarkoitus syventa¨a¨ ja laa-
jentaa. Varsinaisesti funktion joukko-opilliseen ma¨a¨ritelma¨a¨n ja ominaisuuksiin tu-
tustutaan vasta yliopistotason matematiikassa.
Funktion ka¨site on abstrakti ja sen syva¨llinen ymma¨rta¨minen vaatii matemaattis-
ta ajattelukykya¨. Abstraktista ka¨sitteesta¨ voi syntya¨ monenlaisia mielikuvia ja ajat-
telutapoja, kun ka¨sitetta¨ ei voida opettaa konkreettisesti tai ka¨yta¨nno¨n esimerkein.
Funktion ka¨sitteen opetuksessa on tehta¨va¨ kompromisseja huomioiden oppilaiden
kehitystaso ja pohjatiedot.
Ta¨ssa¨ tutkimuksessa selviteta¨a¨n, millaisen kuvan peruskoulun ja lukion pitka¨n
matematiikan oppikirjat antavat funktiosta ja mita¨ matematiikan opettajat pita¨-
va¨t ta¨rkea¨na¨ funktion ka¨sitteen opetuksessa. Lisa¨ksi tutkimuksessa selviteta¨a¨n ope-
tuksen suunnittelun la¨hto¨kohtia ja mita¨ opettajat haluaisivat oppilaiden ymma¨rta¨-
va¨n funktiosta. Erityisesti on kiinnostavaa selvitta¨a¨ oppikirjan merkitysta¨ opetuksen
suunnittelussa, jotta tiedeta¨a¨n, voidaanko veta¨a¨ johtopa¨a¨to¨ksia¨ oppikirjojen anta-
man kuvan funktion ka¨sitteesta¨ ja opettajien ta¨rkea¨na¨ pita¨mien asioiden va¨lilla¨.
Tutkimuksessa selviteta¨a¨n myo¨s, onko yla¨koulun opettajilla ja lukion opettajilla,
opettajan opetusvuosien ma¨a¨ra¨lla¨ tai sukupuolella eroa funktion ka¨sitteen opetuk-
sessa.
Tyo¨n toisessa luvussa esitella¨a¨n funktion ka¨site seka¨ matematiikassa etta¨ perus-
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koulun ja lukion valtakunnallisten opetussuunnitelman perusteiden pohjalta. Oppi-
kirjan merkitysta¨ opetuksessa avataan kolmannessa luvussa. Tutkimuksen tutkimus-
kysymykset apukysymyksineen esitella¨a¨n nelja¨nnessa¨ luvussa.
Varsinainen tutkimus koostuu kahdesta osasta. Ensin tutkitaan oppikirjoja laa-
dullisella sisa¨llo¨nanalyysilla¨, jonka tutkimusmenetelma¨t ja aineiston esittely ovat vii-
dennessa¨ luvussa ja tulokset kuudennessa luvussa. Toisena osana on kyselytutkimus
matematiikan opettajille. Oppikirja-analyysia¨ pideta¨a¨n esitutkimuksen asemassa ky-
selytutkimukselle. Kyselytutkimuksen aineiston analysoinnissa ka¨ytetyt tilastolliset
menetelma¨t ja tutkimuksen toteutus esitella¨a¨n seitsema¨nnessa¨ luvussa ja tulokset
kahdeksannessa luvussa. Yhdeksa¨nnessa¨ luvussa vedeta¨a¨n yhteen tutkimuksen tu-
lokset ja tehda¨a¨ niista¨ johtopa¨a¨to¨ksia¨.
32. FUNKTIO
Opetushallituksen hyva¨ksyma¨t opetussuunnitelman perusteet ovat perustana ope-
tukselle seka¨ peruskoulussa etta¨ lukiossa. Opetussuunnitelman perusteet ma¨a¨ra¨a¨-
va¨t, mita¨ koulutuksen ja¨rjesta¨ja¨n velvoitetaan sisa¨llytta¨ma¨a¨n opetukseen seka¨ an-
taa peruskoulun pa¨a¨tto¨arvionnin kriteerit arvosanalle 8. Lisa¨ksi opetussuunnitelman
perusteissa ka¨sitella¨a¨n oppimisympa¨risto¨a¨ ja toimintakulttuuria, joiden avulla py-
rita¨a¨n takaamaan tasa-arvoiset mahdollisuudet kaikille alueellisesti ja yksilo¨llisesti.
Opetuksen ja¨rjesta¨ja¨lla¨ on vastuu laatia paikallinen tai koulukohtainen opetussuun-
nitelma, joka noudattaa valtakunnallisia opetussuunnitelman perusteita. Koulukoh-
taisen opetussuunnitelman tulee ta¨smenta¨a¨ ja ta¨ydenta¨a¨ perusteissa olevia tavoit-
teita ja keskeisia¨ sisa¨lto¨ja¨ [1]. Ylioppilaskirjoitusten tarkoitus on selvitta¨a¨, kuinka
hyvin opiskelijat ovat omaksuneet lukion opetussuunnitelman mukaiset tiedot ja
taidot [2].
Funktion ka¨site ja siihen liittyvia¨ ka¨sitteita¨ esiintyy seka¨ peruskoulun etta¨ lu-
kion opetussuunnitelman perusteissa. Opetussuunnitelman perusteet eiva¨t ota kan-
taa matematiikan didaktiikkaan eli opetusoppiin eiva¨tka¨ opetussuunnitelman pe-
rusteissa mainittujen ka¨sitteiden sisa¨lto¨ihin. Opetussuunnitelman perusteissa mai-
nitaan esimerkiksi funktion ka¨site, mutta ei kerrota, mita¨ funktion ka¨site tarkoittaa.
Ta¨ssa¨ luvussa ka¨sitella¨a¨n ensin funktion ka¨sitetta¨ matematiikassa. Funktio ma¨a¨-
ritella¨a¨n joukko-opissa tietynlaisena relaationa. Toiseksi tarkastellaan funktion ka¨-
sitetta¨ peruskoulun ja lukion pitka¨n matematiikan valtakunnallisten opetussuunni-
telmien perusteiden pohjalta.
2.1 Funktio matematiikassa
Useimmat differentiaali- ja integraalilaskennan keskeiset ideat olivat olemassa 1600-
luvun puoliva¨liin mennessa¨. Differentiaali- ja integraalilaskenta kehittyi etenkin ta¨h-
titieteen tarpeisiin ja geometriaan liittyen. Kalkyylin eli yhtena¨isen laskennallisen
metodin differentiaali- ja integraalilaskentaan kehittiva¨t Isaac Newton ja Gottfried
Leibniz 1600-luvun loppupuolella. Leibniz kehitti uusia merkinta¨tapoja ja otti ka¨yt-
to¨o¨n uusia nykyisinkin ka¨yto¨ssa¨ olevia symboleja differentiaali- ja integraalilasken-
taan. Leibniz otti ka¨ytto¨o¨n termin funktio, jota ha¨n ka¨ytti kuvaamaan ka¨yra¨n laatua
kuten kaarevuutta tai erityista¨ pistetta¨. [3]
1700-luvulla Leonhard Euler tuotti oppikirjoja, joista Introductio kokosi analyy-
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sin peruska¨sitteet funktioka¨sitteen ympa¨rille. Euler ma¨a¨ritteli funktion vaihtelevasti
muun muassa muuttujista ja vakioista kootuksi lausekkeeksi tai koordinaatistoon
piirretyn ka¨yra¨n havainnollistamaksi riippuvuudeksi. Ha¨n otti ka¨ytto¨o¨n funktiomer-
kinna¨n f(x). Ennen Euleria funktion oli ymma¨rretty tarkoittavan laskulausekkeen
tulosta, mutta Euler esitti ajatuksen funktiosta minka¨ tahansa lukujen va¨lisena¨ yh-
teytena¨.
Eulerin aikakaudella matematiikka eteni nopeasti eika¨ matematiikan loogisiin pe-
rusteisiin kiinnitetty juurikaan huomiota. 1800-luvulla matematiikkaa ta¨smennettiin.
1800-luvulla etenkin Augustin Cauchy, Bernhard Riemann ja Karl Weierstrass tut-
kivat kompleksilukumuuttujan kompleksilukuarvoisia funktioita ja matematiikkaan
syntyi uusi osa-alue, jota kutsutaan funktioteoriaksi. Peter Dirichlet tutki muun
muassa Fourier-sarjoja ja pa¨a¨tyi tutkimuksissaan vuonna 1837 moderniin funktion
ma¨a¨ritelma¨a¨n, joka on suomennettuna: ”Jos muuttuja y liittyy muuttujaan x siten,
etta¨ aina kun x:lle annetaan jokin lukuarvo, on olemassa sa¨a¨nto¨, jonka perusteella
y saa yksika¨sitteisen lukuarvon, niin y:n sanotaan olevan x:n funktio.” [3]
Nykyisin funktion ma¨a¨ritelma¨ matematiikassa perustuu joukko-oppiin ja relaa-
tioihin. Joukko-oppi sisa¨lta¨a¨ joukon, osajoukon ja alkion ka¨sitteita¨, joukkojen las-
kutoimituksia ja ominaisuuksia. Yleisesti tunnettuja lukujoukkoja ovat esimerkiksi
luonnolliset luvut, kokonaisluvut, rationaaliluvut ja reaaliluvut.
La¨hteena¨ ta¨ssa¨ esitetta¨va¨a¨n funktion ma¨a¨rittelyyn on ka¨ytetty Lipschutzin joukko-
opin teosta [4, s. 64-66, 94-95]. Funktion ma¨a¨rittelya¨ varten ma¨a¨ritella¨a¨n ensin kar-
teesinen tulo. Joukossa alkioiden ja¨rjestyksella¨ ei ole va¨lia¨, kun taas esimerkiksi ja¨r-
jestetyssa¨ parissa alkioiden ja¨rjestys on merkitseva¨. Seuraavissa ma¨a¨ritelmissa¨ joukot
X ja Y ovat mielivaltaisia joukkoja.
Ma¨a¨ritelma¨ 1 (Karteesinen tulo). Joukkojen X ja Y karteesinen tulo on ja¨rjestet-
tyjen parien joukko X × Y = {(x, y) | x ∈ X ja y ∈ Y }.
Relaatio on kahden tai useamman joukon va¨linen ominaisuus tai suhde. Relaa-
tiolla voi olla ominaisuuksia kuten refleksiivisyys, irrefleksiivisyys, symmetrisyys,
antisymmetrisyys ja transitiivisuus. Relaatio ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavasti.
Ma¨a¨ritelma¨ 2 (Relaatio). Olkoon X ja Y joukkoja ja R ⊂ X × Y . Ta¨llo¨in R
on relaatio joukon X ja joukon Y va¨lilla¨. Jos (x, y) ∈ R niin sanotaan, etta¨ x on
relaatiossa alkion y kanssa ja ta¨ma¨ merkita¨a¨n xRy. Jos X = Y , niin sanotaan, etta¨
R on relaatio joukossa X tai joukon X relaatio. Joukko X on relaation la¨hto¨joukko
ja Y on maalijoukko. Lisa¨ksi ma¨a¨ritella¨a¨n relaation R ma¨a¨rittelyjoukko
D(R) = {x ∈ X | ∃y ∈ Y : (x, y)∃R} ⊂ X
ja arvojoukko
R(R) = {y ∈ Y | ∃x ∈ X : (x, y)∃R} ⊂ Y.
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Funktio ma¨a¨ritella¨a¨n tietyntyyppisena¨ relaationa. Seuraavassa joukot X ja Y ovat
edelleen mielivaltaisia joukkoja. Ma¨a¨ritella¨a¨n funktio seuraavasti.
Ma¨a¨ritelma¨ 3 (Funktio). Relaatio f ⊂ X × Y on funktio eli kuvaus, jos jokaisella
x ∈ D(f), y, z ∈ Y on voimassa
(xfy) ∧ (xfz) =⇒ y = z.
Toisin sanoen jokaista alkiota x ∈ D(f) kohti on olemassa sellainen yksika¨sitteinen
alkio y ∈ Y , etta¨ xfy. Ta¨ma¨ yksika¨sitteinen y on funktion arvo tai kuva pisteessa¨
x ja x on alkion y alkukuva. Ta¨llo¨in ka¨yteta¨a¨n merkinta¨a¨ y = f(x) merkinna¨n xfy
sijasta ja merkinta¨a¨ f : D(f) → Y merkinna¨n f ⊂ X × Y sijasta. Jos D(f) = X,
niin merkita¨a¨n f : X → Y .
Funktio on siis ma¨a¨ritelta¨vissa¨ matematiikassa ta¨sma¨llisesti. Funktion matemaat-
tinen ma¨a¨ritelma¨ on useimpien matematiikan ka¨sitteiden tapaan abstrakti eli sita¨ ei
voi aistein havaita. Tietysta¨ ka¨sitteesta¨ voi syntya¨ monenlaisia mielikuvia ja ajatte-
lutapoja eri ihmisille. Ka¨sitteen muodostuksen kannalta on olennaista pyrkia¨ syva¨lli-
seen ymma¨rta¨miseen, jolloin ka¨sitetta¨ voidaan ka¨sitella¨ kokonaisuutena menema¨tta¨
yksityiskohtiin esimerkiksi ka¨sitteen ominaisuuksissa tai laskuprosessissa.
Funktion ka¨sitteen ymma¨rta¨mista¨ ovat tutkineet esimerkiksi Vinner ja Dreyfus
[5]. College-opiskelijoille, opettajille ja matemaatikoille suunnatussa tutkimuksessa
selvitettiin, miten funktion ka¨site ymma¨rreta¨a¨n ja mita¨ funktion ka¨sitteeseen liitty-
via¨ ominaisuuksia pideta¨a¨n ta¨rkeina¨. Tutkimuksen kyselylomakkeessa oli funktioon
liittyvia¨ tehta¨via¨ ja kysymys, mika¨ on funktio vastaajan mielesta¨. Vastaukset luo-
kiteltiin kuuteen eri luokkaan (funktioka¨sitysluokkaan) sen mukaisesti, minka¨laisena
funktion ma¨a¨ritelma¨ tai toiminnallisuus ymma¨rrettiin. Seuraavaksi esitella¨a¨n tutki-
muksessa ka¨ytetyt kuusi funktioka¨sitysluokkaa.
Vastaavuus (Correspondence): Funktio on kahden joukon alkioiden va¨linen vas-
taavuus siten, etta¨ kutakin ensimma¨isen joukon alkiota vastaa ta¨sma¨lleen yksi
ja¨lkimma¨isen joukon alkio.
Riippuvuusrelaatio (Dependence Relation): Funktio on kahden muuttujan va¨li-
nen riippuvuusrelaatio eli kuvaa kahden muuttujan va¨lista¨ riippuvuutta.
Sa¨a¨nto¨ (Rule): Funktio kuvaa riippuvuutta, joka on sa¨a¨nno¨nmukaista.
Operaatio (Operation): Funktion muuttujan arvoa operoimalla saadaan funktion
arvo.
Kaava (Formula): Funktio on kaava, algebrallinen lauseke tai yhta¨lo¨.
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Representaatio (Representation): Funktio ma¨a¨ritella¨a¨n ka¨ytta¨ma¨lla¨ sen yhta¨ repre-
sentaatiota eli esitystapaa, joka voi olla verbaalinen (sanoin), visuaalinen (graa-
finen), numeerinen (taulukoidut arvot) tai algebrallinen (symbolinen).
Esimerkiksi lineaarisen reaalifunktion f(x) = 2x eri representaatiot ovat:
• algebrallinen/symbolinen: f : R→ R, f(x) = 2x
• verbaalinen: Funktion arvo on annetun reaalilukumuuttujan arvo kaksinker-
taisena.
• visuaalinen/graafinen:
• numeerinen: lineaarisen reaalifunktion muuttujan arvoja ja niita¨ vastaavat
funktion arvot taulukoituna





Tutkimuksessa suurin osa opettajista ja matemaatikoista ma¨a¨ritteli funktion vas-
taavuudeksi. College-opiskelijoista suurin osa ma¨a¨ritteli funktion riippuvuusrelaa-
tioksi. Kaikkien vastanneiden noin 300 henkilo¨n joukosta vastaavuuden ja riippu-
vuusrelaation ryhmiin funktio oli ma¨a¨ritelty la¨hes yhta¨ monta kertaa. Sen sijaan
funktiota ma¨a¨riteltiin operaatioksi hyvin va¨ha¨n. [5]
2. Funktio 7
2.2 Funktio peruskoulun matematiikassa
Voimassa olevan Opetushallituksen vuonna 2004 hyva¨ksymien perusopetuksen ope-
tussuunnitelman perusteiden [1] mukaan matematiikan opetuksen on edetta¨va¨ sys-
temaattisesti ja sen tulee luoda kesta¨va¨ pohja matematiikan ka¨sitteiden ja rakentei-
den omaksumiselle. Opetussuunnitelman mukaan jo peruskoulun alimmilla luokilla
1.-5. keskeisena¨ sisa¨lto¨na¨ ovat sa¨a¨nno¨nmukaisuudet, suhteet ja riippuvuudet seka¨ 3.-
5. luokilla myo¨s koordinaatisto. Na¨ma¨ luovat pohjan ylemmilla¨ luokilla 6.-9. tulevalle
funktioka¨sitteelle ja siihen liittyva¨lle keskeiselle sisa¨llo¨lle.
6.-9. luokalla keskeisena¨ sisa¨lto¨na¨ pideta¨a¨n esimerkiksi riippuvuuden havaitsemis-
ta ja sen esitta¨mista¨ muuttujien avulla tai suoraan ja ka¨a¨nta¨en verrannollisuus, mit-
ka¨ ovat jatkoa alempien luokkien tavoitteisiin. Muita 6.-9. luokan keskeisia¨ sisa¨lto¨ja¨
ovat funktion ka¨site, lukuparin esitta¨minen koordinaatistossa, yksinkertaisten funk-
tioiden tulkitseminen ja piirta¨minen koordinaatistoon, funktion nollakohdan, suu-
rimman ja pienimma¨n arvon seka¨ funktion kasvamisen ja va¨henemisen tutkiminen.
Polynomifunktioista lineaarinen funktio on ensimma¨inen opetettava funktiotyyppi.
[1]
Funktion joukko-opillinen la¨hestyminen vaatisi, etta¨ koulussa olisi ka¨sitelty joukko-
oppia. Joukko-oppi ei kuitenkaan kuulu peruskoulun opetussuunnitelman perustei-
siin. Nykyisessa¨ opetuksessa joudutaan siis la¨hestyma¨a¨n funktion ka¨sitetta¨ eri na¨ko¨-
kulmasta. Termisto¨n ja ka¨sitteiden helpottaminen voi kuitenkin johtaa matemaat-
tisen tarkkuuden menetta¨miseen ja aiheuttaa ka¨sitteellisia¨ ongelmia.
Vinnerin ja Dreyfusin tutkimuksessa ei havaittu merkitta¨via¨ eroja eri tasolla ma-
tematiikkaa opiskelevien college-opiskelijoiden va¨lilla¨ [5]. Myo¨s Suomessa englannin-
kielisen yla¨koulun oppilaille ja vertailuryhma¨na¨ ka¨ytettyjen lukiolaisten avulla teh-
dyn suuntaa antavan opinna¨ytetyo¨na¨ tehdyn tutkimuksen tulokset ovat samansuun-
taisia [6]. Ka¨sitys funktiosta na¨ytta¨a¨ syntyva¨n yla¨koulussa ja ta¨ma¨ funktioka¨sitys
vaikuttaa olennaisesti myo¨s funktioka¨sitykseen myo¨hemma¨ssa¨ vaiheessa. Funktion
ka¨site saattaa olla hankala ymma¨rta¨a¨ ja saattaa aueta opiskelijoille vasta yliopisto-
tasolla.
2.3 Funktio lukion pitka¨ssa¨ matematiikassa
Lukion opetussuunnitelman perusteet sisa¨lta¨a¨ kaikki lukion pitka¨n matematiikan
pakollisten ja valtakunnallisten syventa¨vien kurssien tavoitteet ja keskeiset sisa¨llo¨t.
Lukion pitka¨ssa¨ matematiikassa on kymmenen pakollista kurssia ja kolme syventa¨-
va¨a¨ kurssia. Pitka¨n matematiikan tavoitteena on tarjota opiskelijalle matemaattiset
valmiudet ammatillisiin opintoihin ja korkeakouluopintoihin [7].
Pitka¨n matematiikan ensimma¨inen kurssi (MAA1) on aiheeltaan funktiot ja yh-
ta¨lo¨t. Kurssin tavoitteena on syventa¨a¨ funktioka¨sitteen ymma¨rta¨mista¨ tutkimalla
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potenssi- ja eksponenttifunktioita. Keskeisiin sisa¨lto¨ihin kuuluvat siis potenssi- ja
ekspontenttifunktiot.
Toisen kurssin (MAA2) aiheena on polynomifunktiot. Kurssin tavoitteena on har-
jaantua ka¨sittelema¨a¨n polynomifunktioita. Keskeisia¨ ka¨sitteita¨ ovat muun muassa
polynomi, polynomifunktio, polynomiyhta¨lo¨ ja polynomiepa¨yhta¨lo¨.
Seitsema¨nnen kurssin (MAA7) aiheena on derivaatta. Kurssin tavoittena on, etta¨
opiskelija omaksuu havainnollisen ka¨sityksen funktion raja-arvosta, jatkuvuudesta
ja derivaatasta. Kurssi sisa¨lta¨a¨ myo¨s polynomifunktioita.
Kahdeksas kurssi (MAA8) ka¨sittelee juuri- ja logaritmifunktioita. Kurssin kes-
keisiin sisa¨lto¨ihin kuuluvat juurifunktiot ja -yhta¨lo¨t, eksponenttifunktiot ja -yhta¨lo¨t,
logaritmifunktiot ja -yhta¨lo¨t seka¨ ka¨a¨nteisfunktion.
Yhdeksa¨s kurssi (MAA9) on aiheeltaan trigonometriset funktiot ja lukujonot. Tri-
gonometrisia funktioita ka¨sitella¨a¨n kurssin ensimma¨isella¨ puoliskolla. Kurssilla ka¨si-
tella¨a¨n trigonometriset funktiot, -yhta¨lo¨t ja trigonometristen funktioiden derivaatat.
Lukion viimeinen pakollinen kurssi (MAA10) sisa¨lta¨a¨ integraalilaskennan. Yhtena¨
syventa¨va¨na¨ kurssina (MAA13) on differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurs-
si. Kurssi sisa¨lta¨a¨ pakollisilta kursseilta puuttuvia tietoja funktion ominaisuuksista
kuten funktion jatkuvuudesta ja derivoituvuudesta.
Ylioppilaskirjoituksissa suoraan tai epa¨suorasti funktion ka¨ytto¨o¨n liittyvia¨ tehta¨-
via¨ on runsaasti. Ylioppilaskirjoituksissa ka¨sitella¨a¨n kattavasti eri funktiotyyppeja¨.
Funktion ominaisuuksien tuntemista sen sijaan testataan va¨hemma¨n. Viime vuosi-
na la¨hes jokaisessa matematiikan ylioppilaskokeessa on ollut tehta¨va¨, jossa kokelaan
tulee tieta¨a¨ funktion ominaisuuksia eika¨ ainoastaan ka¨ytta¨a¨ funktiota. Useimmiten
funktion ominaisuuksiin liittyva¨t tehta¨va¨t ovat kokeen kuuden viimeisen tehta¨va¨n
joukossa, kun yhteensa¨ tehta¨via¨ on 15. Tehta¨vien sijoittuminen kokeen loppupa¨a¨-
ha¨n osoittaa niiden olevan keskima¨a¨ra¨ista¨ hankalampia tehta¨via¨, koska ylioppilasko-
keen tehta¨va¨t ovat ja¨rjestetty suurinpiirtein vaikeustason mukaisesti helpoimmasta
alkaen. Keva¨a¨sta¨ 2007 alkaen kokeen kaksi viimeista¨ tehta¨va¨a¨ ovat olleet haastavam-
pia ja niista¨ voi saada enemma¨n pisteita¨.
Funktion ominaisuuksista tutkitaan tehta¨vissa¨ useimmiten jatkuvuutta, derivoi-
tuvuutta ja kasvamista. Useissa ylioppilaskokeissa funktioon liittyva¨ssa¨ tehta¨va¨ssa¨
pyydeta¨a¨n antamaan esimerkki funktiosta, jonka ominaisuuksia on annettu tehta¨-
va¨nannossa. Ta¨ssa¨ on esimerkkina¨ ylioppilaskokeen loppupa¨a¨ssa¨ oleva tehta¨va¨ funk-
tiosta. [8]
Esimerkki 1 (K2003, 10). Anna esimerkki jatkuvasta funktiosta f : [0, 1] → R,
jolla on ominaisuudet f(0) = f(1) = 0 ja
∫ 1
0
f(x) dx = 100.
Kun tehta¨va¨ssa¨ pyydeta¨a¨n vastaukseksi funktiota, tulee ilmoittaa funktion lause-
ke ja ma¨a¨rittelyjoukko. Kyseisen tehta¨va¨n vastausprosentti oli 28 % ja vastausten
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pistekeskiarvo 3,6. Yhdesta¨ tehta¨va¨sta¨ voi saada enimmilla¨a¨n kuusi pistetta¨ lukuu-
nottamatta ylioppilaskokeen kahta viimeista¨ tehta¨va¨a¨, joista voi saada yhdeksa¨n
pistetta¨. [8]
Seuraavassa esimerkissa¨ on funktion ominaisuuksiin liittyva¨ tehta¨va¨, joka on ko-
keen toiseksi viimeinen tehta¨va¨.
Esimerkki 2 (S2007, 14). Osoita, etta¨ funktio f : R → R, f(x) = x − cosx, on
aidosti kasvava ja etta¨ se saa kaikki reaalilukuarvot. Pa¨a¨ttele, etta¨ ta¨llo¨in yhta¨lo¨lla¨
f(x) = 0 on vain yksi ratkaisu, ja ma¨a¨rita¨ se kolmen desimaalin tarkkuudella.
Ta¨ma¨ntyyppisessa¨ tehta¨va¨ssa¨ nollakohta voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ haarukoimalla tai jol-
lakin kehittyneemma¨lla¨ numeerisella menetelma¨lla¨ kuten Newtonin menetelma¨lla¨.
Numeeriset menetelma¨t kuuluvat syventa¨viin vapaavalintaisiin kursseihin. Graafi-
sen laskimen antama nollakohdan likiarvo ei riita¨ vastaukseksi.
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3. OPPIKIRJAT
Oppimateriaali on laaja ka¨site. Kirjallista oppimateriaalia ovat esimerkiksi oppikir-
jat, monisteet ja opettajan opas. Visuaalista materiaalia ovat diat, kalvot ja nykyisin
sa¨hko¨isesti esitetta¨va¨ materiaali. Auditiivinen materiaali tarkoittaa esimerkiksi a¨a¨-
nitteita¨. Audiovisuaalisia materiaaleja ovat videot ja elokuvat. Lisa¨ksi on muuta op-
pimateriaalia kuten oppimispelit. Tarkastellaan nyt erityisesti oppikirjoja. Oppikir-
jalla tarkoitetaan teosta, joka on laadittu opetustarkoituksiin tiettyyn oppiaineeseen
tietylle ika¨ryhma¨lle ja se pohjautuu opetussuunnitelman perusteisiin.
3.1 Opetussuunnitelma ja oppikirja opetuksen suunnittelussa
Opetushallitus hyva¨ksyy valtakunnalliset opetussuunnitelman perusteet, mutta op-
pikirjojen ja oppimateriaalien sisa¨lto¨ja¨ ei ena¨a¨ valvota. Opetushallitus luopui op-
pikirjojen tarkastamisesta vuonna 1992 [9, s. 12], jota ennen vain tarkastettuja ja
hyva¨ksyttyja¨ kirjoja sai ka¨ytta¨a¨ oppikirjoina. Oppikirjavalmistajat pyrkiva¨t noudat-
tamaan opetussuunnitelmaa, mutta eri kirjojen tekija¨t voivat esimerkiksi painottaa
opettavia asioita eri tavalla tai ka¨ytta¨a¨ erilaisia la¨hestymistapoja opetettaviin asioi-
hin.
Koulutuksen seurantaraportin mukaan vuonna 2012 noin nelja¨ viidesta¨ mate-
matiikan opettajasta kertoi ka¨ytta¨va¨nsa¨ tyo¨ssa¨a¨n opetussuunnitelmaa [10]. Saman-
suuntaisia tuloksia on seurantaraporteissa vuosina 2004 ja 2011 [11; 12]. Opetta-
jat ka¨ytta¨va¨t opetussuunnitelmaa eniten sisa¨lto¨jen ja tavoitteiden tarkistamiseen.
Vajaa nelja¨sosa opettajista hyo¨dynsi opetussuunnitelmaa tukea tarvitsevien oppi-
laiden opetuksen suunnitteluun ja toteuttamiseen [11]. Ne opettajat, jotka olivat
ilmoittaneet, etteiva¨t ka¨yta¨ opetussuunnitelmaa tyo¨ssa¨a¨n, opettivat enimma¨kseen
oppikirjan mukaan. Na¨ma¨ tutkimukset eiva¨t ota kantaa, kuinka merkitta¨va¨ssa¨ roo-
lissa opetuksen suunnittelussa on opetussuunnitelman hyo¨dynta¨minen verrattuna
oppikirjan ka¨ytto¨o¨n.
3.2 Oppikirjan merkitys opetuksessa
Vuonna 2005 julkaistun va¨ito¨skirjan mukaan oppikirja vaikuttaa oleellisesti opetuk-
seen, opetettaviin asioihin, etenemisja¨rjestykseen ja ka¨ytettyihin opetusmenetelmiin
[13]. Opettajan kannalta oppikirjassa on valmiina kaikki tarvittava kuten sisa¨llo¨t
etenemisja¨rjestyksessa¨, ohjeita asioiden ka¨sittelyyn ja tausta-aineistoa. Vuonna 2000
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perusopetuksen pa¨a¨tto¨vaiheessa oleville tehdyn tutkimuksen mukaan 95 % kouluis-
ta ka¨ytti matematiikan opetuksessa yhta¨ oppikirjaa ja osa lopuista kouluista ka¨ytti
useampia kirjoja rinnakkain [14]. Alakoulujen opettajille tehdyn tutkimuksen mu-
kaan opettajan opas ja oppikirja ovat eritta¨in keskeisessa¨ asemassa matematiikan
opetuksessa [15, s. 138], mutta kyseisessa¨ tutkimuksessa suurin osa tutkimukseen
osallistuneista opettajista oli suorittanut vain luokanopettajakoulutukseen kuuluvat
monialaiset opinnot eika¨ erityisemmin matematiikan opintoja.
Lukion Pitka¨ matematiikka -sarjan kirjan esipuheessa kannustetaan oppikirjan
ka¨ytto¨o¨n opiskelussa. Kirjan esimerkit ovat laadittu niin, etta¨ opiskelijat pystyva¨t
omaksumaan ne itsena¨isesti. Kun opiskelijat ohjataan ka¨ytta¨ma¨a¨n hyva¨kseen op-
pikirjan esimerkkeja¨ ja teoriaosuuksia esimerkiksi sen sijasta, etta¨ tehda¨a¨n vihko-
muistiinpanoja, toivotaan opiskelijoiden pystyva¨n keskittyma¨a¨n opittavaan aihee-
seen paremmin. Ajatuksena on, etta¨ opiskelijat tyo¨skenteleva¨t itsena¨isesti ja ete-
neva¨t omassa tahdissaan, jolloin nopeammin etenevilla¨ on mahdollisuus tietojen ja
taitojen syventa¨miseen. [16]
Ruotsissa tehtyjen oppimateriaalitutkimusten yhteenvetona nousee esille viisi pe-
rustelua oppikirjan ka¨yto¨lle opetuksessa [17]. Ensinna¨kin oppikirja antaa tarvittavat
tiedot ja takaa, etta¨ opetussuunnitelman asiasisa¨llo¨t tulevat ka¨ytya¨ la¨pi. Toiseksi op-
pikirja yhdista¨a¨ opettajaa ja oppilaita. Oppikirja tuo ika¨a¨nkuin opettajalle ja oppi-
laille yhteisen toiminnan tarkoituksen. Kolmanneksi oppikirja helpottaa arviointia.
Koska oppikirjat sisa¨lta¨va¨t vaaditut asiasisa¨llo¨t, niin niiden pohjalta voidaan myo¨s
arvioida oppilaan osaamista. Nelja¨nneksi oppikirja helpottaa myo¨s muuten niin opet-
tajan kuin oppilaiden tyo¨ta¨ ja ela¨ma¨a¨. Opettajan ei tarvitse luoda kaikkea materiaa-
lia itse eika¨ tarvita erikseen monisteita, tietokirjoja tai muuta oppimateriaalia vaan
ha¨n voi suunnitella opetuksen oppikirjan pohjalta. Toisaalta oppilaan on helppo ot-
taa kirja kotiin ja opiskella kotona. Viidenneksi oppikirja helpottaa luokkatilanteen
hallintaa, koska oppilaat voidaan ohjata tekema¨a¨n tehta¨via¨ kirjasta. Oppilaat tyo¨s-
kenteleva¨t suurimman osan ajastaan luokassa oppikirjojen, tehta¨va¨monisteiden ja
muiden valmiiden materiaalien kanssa [18].
3.3 Hyva¨n oppikirjan tunnusmerkkeja¨
Hyva¨ssa¨ oppikirjassa opetettavat asiat on esitetta¨va¨ ymma¨rretta¨va¨sti. Tieto on esi-
tetta¨va¨ suhteutettuna lukijan kehitystasoon ja taitoihin, ja esitystavan tulisi olla sel-
kea¨. Opettajille tehdyssa¨ tutkimuksessa nousi esille oppimateriaalien innostavuuden
ta¨rkeys [13]. Hyva¨ssa¨ oppimateriaalissa olennaista on esimerkiksi oppimateriaalin
rakenne, sisa¨lto¨jen oikeellisuus, pedagogiset ratkaisut, tekstin vaikeustaso ja kiin-
nostavuus, opetusmenetelma¨lliset ratkaisut, kuvituksen havainnollisuus ja tehta¨vien
monipuolisuus. Pedagogiset na¨ko¨kohdat huomioidaan esitta¨ma¨lla¨ asiat valikoidussa
ja¨rjestyksessa¨ niin, etta¨ oppilaalle muodostuu opittavasta asiasisa¨llo¨sta¨ ha¨nen kehi-
3. Oppikirjat 12
tystasolleen sopiva kokonaisuus [19].
Hyva¨t oppimateriaalit vaativat jatkuvaa kehitysta¨, vaikka valtakunnalliset ope-
tussuunnitelman perusteet eiva¨t va¨lilla¨ muuttuisikaan [13]. Esimerkiksi lukion ma-
tematiikan ylioppilaskirjoituksissa laskinohjeet ovat muuttuneet. Nykysin ylioppi-
laskirjoituksissa sallitaan kaikenlaiset laskimet, mika¨ vaikuttaa siihen, millaisia teh-
ta¨via¨ ylioppilaskokeessa on. Oppikirjat pyrkiva¨t tarjoamaan harjoituksia ylioppilas-
kirjoituksia varten, joten oppikirjojen uusissa painoksissa on huomioitava ta¨llaiset
muutokset.
Vaikka oppikirjan merkitys opetuksessa on todettu monissa tutkimuksissa ta¨r-
kea¨ksi, oppikirjan ka¨yto¨sta¨ huolimatta opetus voi olla monipuolista, ja opettajat
ka¨ytta¨va¨t oppikirjan lisa¨ksi muuta oppimateriaalia [9, s. 231-233]. Kuitenkin ete-
nipa¨ opetus oppikirjaa noudattaen tai koulun oman opetussuunnitelman pohjalta
oppikirjaa hyo¨dynta¨en vain soveltuvin osin, oppilaat joka tapauksessa opiskelivat
asiat yleensa¨ oppikirjasta [9, s. 241].
Oppikirjan keskeisen aseman vuoksi opetusta voidaan tutkia tutkimalla oppi-
kirjoja. Kuitenkin opettaja vastaa opetuksesta ja opetusmenetelmista¨ oppikirjasta
huolimatta. Vain opetussuunnitelman asiasisa¨llo¨t velvoittavat opettajaa.
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4. TUTKIMUSKYSYMYKSET
Ta¨ma¨ tutkimus pyrkii selvitta¨ma¨a¨n, miten oppikirjat ma¨a¨ritteleva¨t funktion ja mi-
ten oppikirjoissa la¨hestyta¨a¨n funktioka¨sitetta¨. Tutkimuksessa ka¨yda¨a¨n la¨pi perus-
koulun oppikirjoja ja lukion pitka¨n matematiikan oppikirjoja. Toiseksi tutkimus pyr-
kii selvitta¨ma¨a¨n, mista¨ la¨hto¨kohdista opettaja suunnittelee opetusta ja mita¨ ha¨n pi-
ta¨a¨ ta¨rkea¨na¨ oppilaiden oppia funktion ka¨sitteessa¨. Muotoillaan tutkimuskysymyk-
set seuraavasti:
1. Miten oppikirjat ma¨a¨ritteleva¨t funktion?
2. Millainen on oppikirjojen funktioka¨sitys?
3. Mista¨ la¨hto¨kohdista opettajat suunnittelevat opetuksensa?
4. Mita¨ opettajat pita¨va¨t ta¨rkea¨na¨ funktion ka¨sitteen opetuksessa?
5. Mita¨ opettajat pita¨va¨t ta¨rkea¨na¨ oppilaiden oppia funktiosta?
Lisa¨ksi esiteta¨a¨n muutamia apukysymyksia¨. Apukysymyksia¨ tutkimuskysymyk-
seen 3 ovat:
• Miten luokkataso, jolla opettaja opettaa, vaikuttaa opetuksen suunnitteluun?
• Miten opettajan opetusvuosien ma¨a¨ra¨ vaikuttaa opetuksen suunnitteluun?
• Miten opettajan sukupuoli vaikuttaa opetuksen suunnitteluun?
Apukysymyksia¨ tutkimuskysymykseen 4 ovat:
• Miten luokkataso, jolla opettaja opettaa, vaikuttaa funktion ka¨sitteen opetuk-
seen?
• Miten opettajan opetusvuosien ma¨a¨ra¨ vaikuttaa funktion ka¨sitteen opetuk-
seen?
• Miten opettajan sukupuoli vaikuttaa funktion ka¨sitteen opetukseen?
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5. OPPIKIRJA-ANALYYSI
Laadullisen eli kvalitatiivisen tutkimuksen avulla pyrita¨a¨n pa¨a¨sema¨a¨n tuloksiin il-
man tilastollisia tai muita ma¨a¨ra¨llisia¨ menetelmia¨. Laadullinen tutkimus pyrkii ko-
konaisvaltaiseen tutkittavan ilmio¨n haltuunottoon. Tarkoituksena on siis ilmio¨n ku-
vaaminen, ymma¨rta¨minen ja mieleka¨s tulkitseminen. [20]
Laadullinen tutkimus rakentuu aiemmista aiheeseen liittyvista¨ tutkimuksista ja
teorioista, empiirisesta¨ aineistosta ja tutkijan omasta ajattelusta ja pa¨a¨ttelysta¨ [21].
Aineistoa voidaan laadullisessakin tutkimuksessa ka¨sitella¨ ma¨a¨ra¨llisesti esimerkiksi
tilastoja analysoimalla.
Laadullista tutkimusta pideta¨a¨n useimmiten aineistola¨hto¨isena¨ ja ma¨a¨ra¨llista¨ eli
kvantitatiivista tutkimusta teoriala¨hto¨isena¨, mutta erottelu on yksinkertaistava [21].
Tutkijan pyrkimyksena¨ on paljastaa odottamattomia havaintoja. Sen vuoksi tutki-
muksen la¨hto¨kohtana ei ole teorian tai hypoteesin eli ennakko-oletuksen testaami-
nen vaan aineiston monipuolinen ja yksityiskohtainen tarkastelu [22]. Laadullisessa
tutkimuksessa rakennetaan teoriaa aineistosta ka¨sin. Laadullisessa tutkimuksessa ei
aseteta hypoteeseja tuloksista vaan tutkija ottaa ennakkoluulottomasti vastaan kai-
ken, mita¨ havaitsee aineistosta.
Ta¨ydellista¨ objektiivisuutta on laadullisessa tutkimuksessa mahdotonta saavut-
taa. Tutkimuksessa on tuotava esille la¨hto¨kohdat, mihin tutkijan tekema¨t ratkaisut
perustuvat [23]. Laadullinen tutkimus on siten aina subjektiivinen. Tutkijan asema
laadullisessa tutkimuksessa on tutkimustyypista¨ riippuen hyvinkin suuri tai mah-
dollisimman pieni.
Laadulliselle analyysille on tyypillista¨, etta¨ tutkimuksen kohdejoukko valitaan tar-
koituksenmukaisesti. Laadullisessa tutkimuksessa on pyritta¨va¨ valitsemaan sellainen
perusjoukko, josta saadaan eniten tietoa tutkittavasta ilmio¨sta¨. Tutkittavia ei valita
satunnaisesti. Usein tutkittavia on vain va¨ha¨n, koska suuren aineiston laadullinen
analyysi olisi varsin tyo¨la¨sta¨ eika¨ useinkaan tarkoituksenmukaista. Laadullisen tut-
kimuksen tavoite ei useimmiten ole pyrkia¨ yleistyksiin vaan tutkitaan ja pyrita¨a¨n
tulkitsemaan yksitta¨ista¨ tapausta. [20]
Ta¨ma¨ laadullinen tutkimus pyrkii kartoittamaan oppikirjojen tarjoamaa ka¨sitysta¨
funktiosta. Tutkimusmenetelma¨na¨ ka¨yteta¨a¨n teoriala¨hto¨ista¨ sisa¨llo¨nanalyysia¨. Ana-
lyysissa¨ ka¨yteta¨a¨n luvussa 2 esitettya¨ Vinnerin ja Dreyfusin funktion ma¨a¨ritelma¨n
luokittelua, jonka perusteella vastataan tutkimuskysymyksiin 1 ja 2.
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5.1 Tutkimusmenetelma¨t
Kvalitatiivisessa sisa¨llo¨nanalyysissa¨ painopiste on ilmio¨n sisa¨llo¨llisissa¨ merkityksissa¨
eika¨ esiintymistiheydessa¨ [23]. Kvalitatiivisessa sisa¨llo¨nanalyysissa¨ kuvataan aineis-
ton luonne- tai rakennetekijo¨ita¨. Sisa¨llo¨nanalyysilla¨ pyrita¨a¨n kuvaamaan aineistoa
sanallisesti tiiviissa¨ ja yleisessa¨ muodossa. Aineiston tulee olla tekstimuotoista ku-
ten esimerkiksi kirjat. Sisa¨llo¨nanalyysissa¨ voidaan ka¨ytta¨a¨ apuna myo¨s ma¨a¨ra¨llisia¨
menetelmia¨.
Sisa¨llo¨nanalyysissa¨ aineistosta muodostetaan sisa¨lto¨luokkia. Sisa¨lto¨luokkia on ol-
tava riitta¨va¨sti, jotta tutkimusongelma tulee kuvailluksi riitta¨va¨n tarkasti, ja luok-
kien perusteella tulee saada asetettuihin tutkimuskysymyksiin pa¨teva¨t vastaukset.
Sisa¨llo¨nanalyysissa¨ eritella¨a¨n aineistojen samankaltaisuuksia ja erilaisuuksia. [23, s.
228]
Luokittelu tehda¨a¨n analyysiyksiko¨n avulla. Analyysiyksikko¨ voi olla jokin aineis-
toyksikko¨ esimerkiksi sana tai lause tai kokonainen ajatuskokonaisuus. Analyysiyk-
siko¨n valinta perustuu aineiston laatuun ja tutkimuskysymyksiin. Jokainen analyy-
siyksikko¨ voidaan sijoittaa vain yhteen luokkaan eli luokkien on oltava toistensa
poissulkevia.
Sisa¨llo¨nanalyysia¨ voi tehda¨ aineistola¨hto¨isesti, teoriaohjaavasti tai teoriala¨hto¨i-
sesti. Aineistola¨hto¨isessa¨ analyysissa¨ analyysi etenee ja ka¨sitteet luodaan aineiston
pohjalta. Teoriaohjaavassa analyysissa¨ ka¨sitteet on jo tunnettu ja teoriala¨hto¨isessa¨
analyysissa luokittelu perustuu aikaisempaan teoriaan eli tutkimuksen viitekehyk-
seen. Teoriala¨hto¨isessa¨ analyysissa¨ analyysia¨ ohjaa valmis, aikaisempien tutkimus-
ten perusteella luotu kehys, jolla testataan ja tarkastellaan teoriaa. Teoriala¨hto¨isesta¨
analyysista¨ voidaan ka¨ytta¨a¨ nimea¨ deduktiivinen analyysi eli yleisesta¨ yksitta¨iseen
suuntautuva analyysi. Teoriala¨hto¨ista¨ analyysia¨ ka¨yteta¨a¨n perinteisesti luonnontie-
teellisissa¨ tutkimuksissa.
Sisa¨llo¨nanalyysin vaiheet esitella¨a¨n seuraavaksi.
1. Analyysirungon muodostaminen: analyysiyksiko¨n valinta ja sisa¨lto¨luok-
kien muodostus viitekehyksen perusteella
2. Aineiston koonti ja luokittelu: samankaltaisuuksien etsinta¨ aineistoista
3. Ja¨sentely ja kuvaaminen: johtopa¨a¨to¨sten tekeminen
Tulokset esiteta¨a¨n joko ka¨sitteellisesti tai tilastollisesti riippuen siita¨, onko tut-
kimusote enemma¨n laadullinen vai ma¨a¨ra¨llinen. Johtopa¨a¨to¨ksia¨ tekema¨lla¨ kootaan
tulokset yhteen ja seliteta¨a¨n, mita¨ tutkimuksessa saadut tulokset tarkoittavat.
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5.2 Tutkimuksen toteutus
Ta¨ssa¨ tutkimuksessa sisa¨llo¨nanalyysi tehda¨a¨n teoriala¨hto¨isesti eli luokittelu tehda¨a¨n
teoriassa esitetyn luokittelun mukaan. Tutkimuksessa halutaan selvitta¨a¨, mika¨ on
oppikirjojen funktioka¨sitys ja miten oppikirjoissa la¨hestyta¨a¨n funktion ka¨sitetta¨.
Oppikirjojen analyysissa¨ keskityta¨a¨n oppikirjojen teoriaosioon ja aiheeseen liittyviin
esimerkkeihin ja niiden kautta funktioka¨sitteen la¨hestymistapaan. Harjoitustehta¨via¨
ei analysoida.
Analyysiyksiko¨ksi valitaan ajatuskokonaisuus. Ajatuskokonaisuus tarkoittaa si-
sa¨llo¨lta¨a¨n samaa tarkoittavia lauseita, vaikka ne olisi muotoiltu tekstiksi erilaisin
lauserakentein ja sanoin tai esitetty oppikirjoissa hieman eri tavoin. Tutkimuksessa
ka¨yteta¨a¨n Vinnerin ja Dreyfusin tutkimuksen funktion ma¨a¨ritelma¨n luokkia ja luo-
kitellaan oppikirjojen funktioka¨sityksen niiden avulla. Luokat ovat esitelty luvussa
2.
Jokaisesta oppikirjasta tarkastellaan la¨hemmin kirjan antama funktion ma¨a¨ritel-
ma¨ ja selviteta¨a¨n, mihin luokkaan funktion ma¨a¨ritelma¨ kuuluu. Lisa¨ksi johdannoista,
teoriaosuuksista ja esimerkkitehta¨vista¨ etsita¨a¨n eri funktioka¨sitysluokkiin kuuluvia
viitteita¨. Tutkimuksen ulkopuolelle ja¨a¨ funktion sovellusten ka¨sittely. Oppikirjas-
ta riippuen tarkastellaan funktio-luvun ja¨lkeisia¨ lukuja, mika¨li sen koetaan olevan
tarpeen kokonaisuuden muodostamiseksi.
Kun aineisto on saatu luokiteltua, ja¨sennella¨a¨n tulokset. Tuloksista pa¨a¨tella¨a¨n,
millaisen funktioka¨sityksen oppikirjat tarjoavat seka¨ analysoidaan funktion ma¨a¨ri-
telmien eli eri luokkien merkityksia¨ oppikirjoissa. Seka¨ peruskoulun etta¨ lukion op-
pikirjat ka¨sitella¨a¨n samalla tavalla ja lopuksi vertaillaan myo¨s peruskoulun ja lukion
kirjojen tarjoamien funktioka¨sitysten eroja.
5.3 Aineiston rajaus ja esittely
Tutkimukseen valittiin kolme ka¨ytetyinta¨ oppikirjaa. Vuonna 2012 julkaistun kou-
lutuksen seurantaraportin perusteella Laskutaito on yleisin yla¨kouluissa ka¨ytetty
oppikirja, Kolmiota ka¨yteta¨a¨n toiseksi eniten ja Piita¨ kolmanneksi eniten [12]. Tar-
kasteltaviksi peruskoulun oppikirjoiksi valittiin SanomaPro:n Laskutaito-kirjasarja
ja Kolmio-tietokirja seka¨ Otavan Pii-kirjasarja.
Lukion pitka¨n matematiikan oppikirjasarjoja ovat SanomaPron:n Pitka¨ matema-
tiikka, Pyramidi ja Pitka¨ Sigma seka¨ Otavan Laudatur ja Lukion Calculus. Lukion
pitka¨n matematiikan oppikirjojen ka¨yto¨sta¨ ei lo¨ydy vastaavaa tutkimusta kuin pe-
ruskoulun oppikirjoista. Kolme tarkasteltavaa oppikirjaa valittiin niin, etta¨ valittiin
yhdet kirjat molemmilta suomalaisilta oppikirjakustantamoilta. Ta¨ha¨n tutkimuk-
seen valitaan SanomaPro:n Pyramidi ja Otavan Lukion Calculus-kirjasarja seka¨ kol-
manneksi kirjaksi Otavan Laudatur. Pitka¨ matematiikka -kirjasarjan ensimma¨inen
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oppikirja olisi valittu tutkimukseen myo¨s oletetun suosituimmuuden vuoksi, mutta
funktio ma¨a¨ritella¨a¨n vasta lukion toisen kurssin oppikirjassa. Ta¨ssa¨ tutkimuksessa
pyrita¨a¨n hakemaan mahdollisimman hyvin vertailtavissa olevia oppikirjoja, joten
Pitka¨ matematiikka ja¨teta¨a¨n tutkimuksesta pois.
5.3.1 Laskutaito 9
Laskutaito-sarjan kirjat rakentuvat niin, etta¨ yhden oppitunnin opetuskokonaisuus
esiteta¨a¨n yhdella¨ aukeamalla. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ aukeama sisa¨lta¨a¨ teoriasivun ja tunti-
tehta¨va¨sivun. Teoriasivulla on teorian lisa¨ksi esimerkkeja¨. Harjoitustehta¨va¨sivu on
jaoteltu harjoittele-tehta¨viin, jotka ovat perustehta¨via¨ seka¨ sovella-tehta¨viin, jotka
ovat soveltavampia tehta¨via¨ kuin perustehta¨va¨t. Kirjasta lo¨ytyy erillinen osio lisa¨-
tehta¨ville la¨hes kaikkiin opetuskokonaisuuksiin. Lisa¨tehta¨va¨sivuilla on soveltavien
tehta¨vien lisa¨ksi tutkimustehta¨via¨. Kotitehta¨va¨osio on myo¨s erikseen kirjan takao-
sassa. Osaan tuntitehta¨vista¨ annetaan kirjan lopussa vastaukset.
Laskutaito-sarja kiinnitta¨a¨ huomiota erityisesti teoriaesityksen luettavuuteen, sel-
keyteen ja havainnollisuuteen seka¨ harjoitustehta¨vien huolelliseen valikointiin ja ryh-
mittelyyn. Kirjasarjan pyrkimyksena¨ on tarjota opettajalle materiaali, joka auttaa
ha¨nta¨ toteuttamaan opetuksen tehokkaasti ja joustavasti ottaen huomioon oppilai-
den erilaiset tarpeet ja oppimistyylit. Kirjasarjan tekija¨t toivovat esipuheessa oppi-
laiden saavuttavan kirjan avulla seuraavalla kouluasteella eli ammatillisessa koulu-
tuksessa tai lukiossa tarvittavat tiedot ja taidot. [24]
Yhdeksa¨nnelle luokalle suunnattu kirja sisa¨lta¨a¨ kolme isoa kokonaisuutta, jotka
ovat avaruusgeometria, funktiot seka¨ yhta¨lo¨t ja yhta¨lo¨parit. Funktiot-aihekokonai-
suutta edelta¨a¨ siis avaruusgeometria. Lyhyeksi tiivistelma¨ksi sisa¨llo¨sta¨ funktiot-ai-
hekokonaisuuden alussa kerrotaan, etta¨ luvussa ”opitaan funktion ja sen kuvaajan
ka¨sitteet. Opitaan lineaarisen funktion ja sen kuvaajan ominaisuudet seka¨ tutustu-
taan toisen asteen funktioihin ja paraabeleihin. Kerrataan suoraan verrannollisuus
ja opitaan ka¨a¨nta¨en verrannollisuus. Opitaan epa¨yhta¨lo¨n graafinen ratkaiseminen.”
[24, s. 61]
Funktiot-aihekokonaisuus on jaettu viiteen pienempa¨a¨n kokonaisuuteen, jotka on
jaettu viela¨ pienempiin lukuihin, joista yksi luku on yhdessa¨ oppitunnissa ka¨yta¨va¨
opetuskokonaisuus. Ensimma¨inen kokonaisuus on funktio, jossa ka¨yda¨a¨n la¨pi funk-
tio, funktion arvo, funktion kuvaaja ja nollakohta seka¨ la¨mpo¨tiloja. Toinen koko-
naisuus on lineaarinen funktio, jossa ka¨yda¨a¨n la¨pi lineaarinen funktio ja suora, line-
aarisen funktion kuvaaja, lineaarisen funktion nollakohta, suoran kaltevuus, kulma-
kerroin ja vakiotermi, yhdensuuntaiset suorat, suoran yhta¨lo¨n muodostaminen se-
ka¨ kasvun lineaarinen mallintaminen. Kolman kokonaisuus on verrannollisuus, jossa
ka¨yda¨a¨n la¨pi tietoliikenne, verrannollisuus ja lineaarinen funktio, ka¨a¨nta¨en verran-
nollisuus, ka¨a¨nta¨en verrannollisia suureita seka¨ verrannollisuussovelluksia. Nelja¨s ko-
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konaisuus on epa¨lineaarisia funktioita, jossa ka¨yda¨a¨n la¨pi toisen asteen funktio ja pa-
raabeli, erilaisia paraabeleita, toisen asteen funktion nollakohdat, heittoliike, epa¨yh-
ta¨lo¨ seka¨ epa¨yhta¨lo¨n ratkaiseminen graafisesti. Viides luku sisa¨lta¨a¨ joustokappaleita,
joita voidaan ka¨yda¨ la¨pi ajan niin salliessa. [24]
5.3.2 Kolmio
Kolmio tietokirja sisa¨lta¨a¨ peruskoulun 7.-9. luokan matematiikan oppisisa¨llo¨t. Kir-
jassa on selkeisiin kokonaisuuksiin jaettuna koko peruskoulun matematiikka. Tieto-
kirjassa ei ole tehta¨via¨ vaan tehta¨va¨t ovat erillisessa¨ harjoituskirjassa. Ta¨ma¨ mah-
dollistaa sen, etta¨ jo la¨pi ka¨ytyihin asioihin voi palata milloin tahansa.
Kolmio sisa¨lta¨a¨ kymmenen aihekokonaisuutta, jotka on jaettu pienempiin lukui-
hin. Aihekokonaisuudet on mitoitettu yhden kurssin mittaiseksi. Aihekokonaisuudet
ovat laskuja rationaaliluvuilla, geometrisia kuvioita, luvuista kirjaimiin, polynomeja,
lukuja ja ongelmia, yhta¨lo¨, epa¨yhta¨lo¨ ja verrannollisuus, tasogeometria, prosenttilas-
ku, funktioita ja tilastoja, trigonometria ja avaruusgeometria seka¨ todenna¨ko¨isyys ja
yhta¨lo¨pareja. Funktioita ja tilastoja -aihekokonaisuus sisa¨lta¨a¨ luvut funktion ka¨site,
suoran piirta¨minen, paraabeli, funktion ominaisuuksia, verrannollisuus seka¨ tilastot.
[25]
Kolmiossa on paljon melko lyhyita¨ esimerkkeja¨. Tekija¨t kutsuvat esimerkkeja¨ neu-
voviksi esimerkeiksi, jotka syventa¨va¨t asian ymma¨rta¨mista¨ ja luovat paremmat edel-
lytykset itsena¨iseen opiskeluun [25]. Teoria on esitetty esimerkkien lomassa. Ta¨r-
keimma¨t asiat on laatikoitu, jotta ne erottuvat paremmin. Kirjan marginaalissa on
myo¨s tarvittaessa lisa¨huomautuksia.
5.3.3 Pii 9
Pii-kirjasarjan kirjat rakentuvat niin, etta¨ yksi luku on mitoitettu kahden oppitunnin
laajuiseksi, mutta tarpeen mukaan lukuun voidaan ka¨ytta¨a¨ aikaa yhdesta¨ kolmeen
oppituntia. Yksi luku sisa¨lta¨a¨ teoriaa, joka on havainnollistettu useilla esimerkeilla¨.
Harjoitustehta¨va¨t ovat jaettu kolmeen vaativuustasoon eli perustehta¨viin, syventa¨-
viin ja soveltaviin tehta¨viin. Vaatimustaso on merkitty jokaisen tehta¨va¨n kohdalle.
Luvun lopussa on kotitehta¨va¨sivu. Kirjan lopussa on vastauksia kertaustehta¨viin se-
ka¨ kotitehta¨viin. Harjoitustehta¨viin vastaukset lo¨ytyva¨t erillisesta¨ vastauskirjasta,
mutta vastauskirja ei tule oppikirjan mukana vaan on hankittava erikseen. [26]
Yhdeksa¨nnelle luokalle suunnattu kirja sisa¨lta¨a¨ kolme suurempaa kokonaisuutta,
jotka ovat kuvaajia ja yhta¨lo¨ita¨, kuvioita ja kappaleita seka¨ osista kokonaisuuksiin.
Kuvaajia ja yhta¨lo¨ita¨ -aihekokonaisuus sisa¨lta¨a¨ 14 lukua, joista kaksi on kertausteh-
ta¨via¨. Luvut ovat funktio, riippuvuus koordinaatistossa, suoran yhta¨lo¨, suoran yhta¨-
lo¨n ratkaisematon muoto, erilaisia riippuvuuksia, kuvaajien piirta¨mista¨ ja tulkintaa,
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erilaisia yhta¨lo¨ita¨, yhta¨lo¨ sanallisissa tehta¨vissa¨, kaksi yhta¨lo¨a¨ ja kaksi tuntematon-
ta, yhta¨lo¨parin ratkaiseminen piirta¨ma¨lla¨, yhta¨lo¨parin ratkaiseminen laskemalla seka¨
yhta¨lo¨parin sovelluksia. [26]
Funktio-luvun aiheita ovat funktiokone, funktion arvo ja funktion ma¨a¨ritteleva¨n
lausekkeen etsiminen. Ta¨ma¨n ja¨lkeen ka¨sitella¨a¨n funktion kuvaajia.
5.3.4 Pyramidi 1: Funktiot ja yhta¨lo¨t
Pyramidi 1: Funktiot ja yhta¨lo¨t on Pyramidi-kirjasarjan lukion pitka¨n matematiikan
ensimma¨isen kurssin kirja. Pyramidin tavoitteena on matematiikan peruska¨sitteiden
vankka hallinta. Opetettavat asiat on tarkoitus opettaa kerralla kunnolla. Oppikir-
jassa on pyritty tiiviiseen ja selkea¨a¨n esitystapaan. [27]
Pyramidissa yleensa¨ luvun alussa on teoriaosuus, jossa ta¨rkeimma¨t asiat on ko-
rostettu keltaisella laatikolla. Teorian yhteydessa¨ on esimerkkitehta¨via¨. Teorian ja
esimerkkien ja¨lkeen ovat tehta¨va¨sivut. Kirjassa on seka¨ helppoja etta¨ vaikeita teh-
ta¨via¨, mutta tehta¨vien vaikeustasoa ei ole merkitty tehta¨viin tai tehta¨va¨sarjaan mi-
tenka¨a¨n. Pa¨a¨piirteissa¨a¨n tehta¨va¨t ovat kuitenkin ja¨rjestetty vaikeustason mukaan
aloittaen helpoimmista tehta¨vista¨. Kirja tarjoaa syventa¨va¨a¨ lisa¨tietoa, joka ei kuulu
varsinaisesti opetussuunnitelman perusteissa vaadittuun kurssisisa¨lto¨o¨n. Lisa¨tietoa
antavat sivut ja tehta¨va¨t on erotettu muusta asiasta merkitsema¨lla¨ sivun reunat
harmaaksi. Kirjan takana on vastaukset tehta¨viin.
Kirja alkaa lukujoukkojen ka¨sittelylla¨. Kirjassa esitella¨a¨n luonnollisten lukujen,
kokonaislukujen, rationaalilukujen ja reaalilukujen lisa¨ksi irrationaaliluvut seka¨ mai-
nitaan, mita¨ ovat kompleksiluvut, jotka eiva¨t sisa¨lly lukion oppima¨a¨ra¨a¨n. Muita lu-
kuja ovat potenssi, ensimma¨isen asteen yhta¨lo¨, sovelluksia, jossa ka¨sitella¨a¨n verran-
nollisuuksia ja prosentteja, nelio¨juuri, yleinen juuri ja murtopotenssi seka¨ funktio.
Funktio-luvun alalukuja ovat ma¨a¨ritelma¨, funktion kuvaaja, potenssifunktio ja eks-
ponenttifunktio. [27]
5.3.5 Laudatur 1: Funktiot ja yhta¨lo¨t
Laudatur 1: Funktiot ja yhta¨lo¨t on Laudatur-kirjasarjan lukion pitka¨n matematiikan
ensimma¨isen kurssin kirja. Laudaturin tekijo¨iden tavoitteena on ollut tehda¨ selkea¨,
iloinen ja johdonmukainen oppikirja, jossa painotetaan ka¨yta¨nno¨nla¨heisia¨ tehta¨via¨
[28]. Mekaanisia tehta¨via¨ on kirjassa runsaasti perustaitojen harjoitteluun. Kirja ra-
kentuu teoria- ja esimerkkiosiosta, jonka ja¨lkeen on kaksi tehta¨va¨sarjaa. Ensimma¨i-
nen tehta¨va¨sarja sisa¨lta¨a¨ helpompia tehta¨via¨ kuin toinen tehta¨va¨sarja. Teoriaosassa
ta¨rkea¨t asiat ovat laatikoitu, jotta ne erottuvat.
Kirjan alussa on alkusanojen lisa¨ksi selvitetty lyhyesti, millaista matematiikka
on luonteeltaan seka¨ annettu opiskeluvinkkeja¨ matematiikkaan. Myo¨s kirjan aihees-
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ta funktio on tehty ka¨sitekartta, joka on kuvassa 5.1. Ajanka¨ytto¨suunnitelma on
annettu seka¨ 45 minuutin etta¨ 75 minuutin oppitunteja varten erikseen. Kuhunkin
lukuun kuluu noin 2-3 tuntia, kun oppitunnin pituus on 45 minuuttia.
Kuva 5.1: Laudaturin ka¨sitekartta funktiosta [28, s. 8]
Kirja alkaa peruska¨sitteilla¨, jossa ka¨sitella¨a¨n lukujoukkoja (luonnolliset luvut,
kokonaisluvut, rationaaliluvut, reaaliluvut, kompleksiluvut), lukusuora, lukuva¨leja¨
seka¨ reaalilukujen laskulait. Seuraavat luvut sisa¨lta¨va¨t laskutoimituksia murtolu-
vuilla, potenssit, verrannollisuudet, prosenttilaskua, nelio¨juuren, yleisen juuren ja
murtopotenssin. Viimeiset luvut ka¨sitteleva¨t funktioita. Funktio-luvussa ka¨sitella¨a¨n
funktion ka¨site seka¨ funktion kuvaaja ja nollakohda. Viimeiset kolme lukua ka¨sitte-
leva¨t potenssifunktiota, potenssiyhta¨lo¨a¨ ja eksponenttifunktiota.
5.3.6 Lukion Calculus 1
Lukion Calculus 1 -oppikirja sisa¨lta¨a¨ lukion kaksi ensimma¨ista¨ kurssia eli MAA1
Funktiot ja yhta¨lo¨t seka¨ MAA2 Polynomifunktiot. Oppikirjan alussa kerrataan ai-
emmin opittuja asioita. Kirjassa on huomioitu nopeasti eteneva¨t ryhma¨t, mika¨ na¨-
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kyy tehta¨vien runsautena ja ta¨ytenta¨va¨na¨ materiaalina [29]. Ta¨ydenta¨va¨n materi-
aalin asia ei kuulu perusopetusainekseen eika¨ opetussuunnitelman perusteisiin.
Ensimma¨inen kurssi on jaettu kuuteen aihekokonaisuuteen, jotka ovat reaalilu-
vut, yhta¨lo¨ ja epa¨yhta¨lo¨, prosenttilasku, potenssit ja juuret, funktio-oppia seka¨ ma-
temaattinen mallintaminen. Matemaattinen mallintaminen on ta¨ydenta¨va¨a¨ materi-
aalia. Funktio-oppia –aihekokonaisuus on jaettu kuuteen lukuun, jotka ovat funktion
ka¨site, funktion kuvaaja, verrannollisuus, potenssifunktio ja potenssiyhta¨lo¨, ekspo-
nenttifunktio seka¨ eksponentiaalinen kasvu ja va¨heneminen.
Oppikirja opastaa mallintamiseen ja analyyttiseen ajatteluun, mutta ei ole sitou-
tunut ongelmakeskeiseen la¨hestymistapaan [29]. Luvut alkavat johdannolla ja pe-
rusteluilla. Harjoitustehta¨va¨t on jaoteltu perustehta¨viin ja vaativampiin tehta¨viin.




Ta¨ssa¨ luvussa ka¨yda¨a¨n la¨pi oppikirjojen funktion ma¨a¨ritelma¨t seka¨ vertaillaan niita¨.
Sen ja¨lkeen etsita¨a¨n ja luokitellaan kirjojen kaikki viittaukset funktioon. Oppikirjo-
jen tavasta ka¨sitella¨ funktion ka¨sitetta¨ pyrita¨a¨n muodostamaan kokonaisvaltainen
kuva.
6.1 Funktion ma¨a¨ritelma¨t oppikirjoissa
Oppikirjoista haetaan funktion ma¨a¨ritelma¨t. Useimmissa oppikirjoissa ma¨a¨ritelma¨
on annettu laatikoituna tai sen yhteydessa¨ on muuten ilmaistu selkea¨sti, etta¨ kysees-
sa¨ on ma¨a¨ritelma¨. Lukion oppikirjoissa funktion ma¨a¨ritelma¨ erotetaan selkea¨mmin
muusta teoriasta kuin peruskoulun oppikirjoissa.
Funktion ma¨a¨ritelma¨ 1 (Laskutaito). Funktio f on sa¨a¨nto¨, jonka mukaan jokaista
muuttujan x arvoa vastaa ta¨sma¨lleen yksi funktion arvo f(x).
Funktion ma¨a¨ritelma¨ 2 (Kolmio). Suuretta, joka riippuu toisesta suureesta sa¨a¨n-
no¨nmukaisesti, sanotaan ta¨ma¨n ja¨lkimma¨isen suureen funktioksi.
Funktion ma¨a¨ritelma¨ 3 (Pii). Funktio on sa¨a¨nto¨, joka liitta¨a¨ jokaiseen muuttujan
arvoon yhden tarkalleen ma¨a¨ra¨tyn funktion arvon.
Funktion ma¨a¨ritelma¨ 4 (Pyramidi). Funktio eli kuvaus f joukosta A joukkoon
B liitta¨a¨ jokaiseen joukon A alkioon yhden joukon B alkion. Funktion f alkioon x
liitta¨ma¨a¨ arvoa merkita¨a¨n f(x).
Funktion ma¨a¨ritelma¨ 5 (Laudatur). Funktio eli kuvaus f joukosta A joukkoon
B tarkoittaa sa¨a¨nto¨a¨, joka liitta¨a¨ jokaiseen joukon A alkioon yksika¨sitteisesti joukon
B alkion. Merkita¨a¨n f : A→ B. Joukkoa A sanotaan ma¨a¨rittelyjoukoksi ja joukkoa
B maalijoukoksi.
Funktion ma¨a¨ritelma¨ 6 (Calculus). Funktio joukosta A joukkoon B on sa¨a¨nto¨,
joka liitta¨a¨ jokaiseen joukon A alkioon tarkalleen yhden alkion joukosta B.
Peruskoulun Pii-oppikirjassa ma¨a¨ritelma¨a¨ ei ole yksiselitteisesti kerrottu, mutta
teoriaosasta valittiin ma¨a¨ritelma¨ksi virke, joka alkaa ”Funktio on...”. Muissa oppi-
kirjoissa ma¨a¨ritelma¨ on annettu selkea¨sti erottuvasti muusta tekstista¨.
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Peruskoulun oppikirjat ma¨a¨ritteleva¨t funktion sa¨a¨nto¨na¨. Laskutaidon ja Piin ma¨a¨-
ritelmissa¨ on kuitenkin myo¨s piirteita¨ vastaavuudesta, vaikka joukoista ei ole mita¨a¨n
mainintaa. Ma¨a¨ritelmissa¨ kuitenkin korostetaan, etta¨ yhta¨ muuttujan arvoa vastaa
ta¨sma¨lleen yksi funktion arvo. Laskutaidossa ma¨a¨ritelma¨ on pyritty laatimaan ta¨s-
ma¨llisesti, mutta Piissa¨ ma¨a¨ritelma¨ on ja¨tetty muun teoriatekstin sekaan. Kolmion
ma¨a¨ritelma¨ on vapaamuotoisempi kuin muissa peruskoulun oppikirjoissa. Kolmiossa
funktion ma¨a¨ritelma¨ on suurpiirteinen, ja se on muotoiltu vaikeasti ymma¨rretta¨va¨k-
si virkkeeksi. Kolmio erottuu ma¨a¨ritelma¨n osalta muista peruskoulun oppikirjoista
enemma¨n, vaikka se luokitellaan samaan luokkaan kuin muutkin peruskoulun oppi-
kirjat. Erot peruskoulun oppikirjoissa ovat kuitenkin melko va¨ha¨isia¨.
Laskutaidossa ja Piissa¨ funktion ma¨a¨ritella¨a¨n funktion arvon avulla. Ma¨a¨ritel-
ma¨n ymma¨rta¨misessa¨ siis tarvitaan itse kyseista¨ ma¨a¨ritelma¨a¨, jota vasta ma¨a¨ritel-
la¨a¨n. Kun funktio yriteta¨a¨n ma¨a¨ritella¨ ilman joukko-oppia, voidaan joutua ta¨llaisiin
ka¨sitteellisiin ongelmiin.
Lukion pitka¨n matematiikan oppikirjat ma¨a¨ritteleva¨t funktion kuvauksena. Jokai-
sen kirjan ma¨a¨ritelma¨ssa¨ on mainittu joukot ja niiden alkiot. Eroavaisuuksia kirjojen
va¨lilla¨ on siina¨, mita¨ merkinta¨tapoja kirjan tekija¨t ovat pita¨neet ta¨rkea¨na¨ esitella¨
ma¨a¨ritelma¨n yhteydessa¨. Pyramidi ottaa esille funktion arvon, Laudatur funktion
merkinta¨tavan ja Calculus ei ma¨a¨ritelma¨ssa¨a¨n esittele merkinta¨tapoja. Erot oppi-
kirjojen va¨lilla¨ ja¨a¨va¨t kuitenkin pieniksi.
Huomattavaa on, etta¨ vaikka lukion oppikirjojen ma¨a¨ritelma¨t voidaan luokitel-
la vastaavuuksiksi tai kuvauksiksi, Pyramidia lukuunottamatta jokaisen oppikirjan
ma¨a¨ritelma¨ssa¨ funktio on ”sa¨a¨nto¨, joka liitta¨a¨...”. Vain Pyramidissa esiteta¨a¨n tar-
kalleen: ”funktio eli kuvaus liitta¨a¨...”. Vaikka lukion oppikirjat mainitsevat joukot,
niiden funktion ma¨a¨ritelmissa¨ on viitteita¨ funktioon sa¨a¨nto¨na¨.
Peruskoulun ja lukion oppikirjojen va¨lilla¨ suurin ero on lukujoukkojen mainitse-
minen. Yksika¨a¨n peruskoulun oppikirja ei mainitse joukkoja funktion ma¨a¨ritelma¨n
yhteydessa¨, kun taas jokaisessa lukion oppikirjassa joukot ovat ma¨a¨ritelma¨ssa¨. Lu-
kion oppikirjoissa funktion ma¨a¨ritelma¨ on matemaattisesti pa¨teva¨ ja peruskoulun
oppikirjoissakin peruskoulutasolle ymma¨rretta¨va¨, vaikkakin matemaattisesti puut-
teellinen. Yla¨koulun oppikirjoissa olisi parempi puhua funktion ka¨sitteen esittelemi-
sesta¨ eika¨ ma¨a¨rittelemisesta¨.
Vaikka funktion ma¨a¨ritelma¨ olisi pa¨teva¨, matematiikan kirja kokonaisuudessaan
saattaa antaa erilaisen funktioka¨sityksen oppilaalle. Samoin pohjatietojen puuttu-
minen joukko-opista vaikuttaa mahdollisuuteen edes ymma¨rta¨a¨ funktiota joukkojen
na¨ko¨kulmasta.
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6.2 Oppikirjojen funktioka¨sitykset
Oppikirjojen funktioon viittaavat virkkeet on koottu liitteeseen A. Luokittelu ei kui-
tenkaan ollut kaikissa tapauksissa yksinkertaista, koska saman virkkeen sisa¨lla¨ saat-
toi olla ajatuksellisesti eri luokkiin kuuluvia viittauksia. Virkkeista¨ pyrittiin hahmot-
tamaan kokonaisajatus ja luokittelemalla sen mukaisesti. Taulukkoon 6.1 on koottu,
mihin luokkiin oppikirjan na¨kemys funktiosta kokonaisvaikutelma huomioiden voi-
daan laittaa. Ta¨ta¨ oppikirjan antamaa kokonaisvaikutelmaa funktiosta kutsutaan
kirjan yleiseksi funktioka¨sitykseksi. Samassa taulukossa on erikseen ilmaistu, mihin
luokkaan oppikirjan funktion ma¨a¨ritelma¨ kuuluu.
Taulukko 6.1: Oppikirjojen ma¨a¨ritelma¨n ja yleisen funktioka¨sityksen luokittelu






















Useimmat oppikirjat pita¨va¨t funktiota sa¨a¨nto¨na¨. Vain lukion oppikirjoissa funktio
oli ma¨a¨ritelty vastaavuutena, ja Pyramidin koko yleinen funktioka¨sitys on saman-
lainen ma¨a¨ritelma¨nsa¨ kanssa. Laudaturia ja Calculusta lukuunottamatta kirjoissa
funktion ma¨a¨ritelma¨ edustaa samaa funktioka¨sitysta¨ kuin mita¨ kirja kokonaisuu-
dessaan. Kunkin oppikirjan funktioka¨sitys ei ole yksika¨sitteinen eli oppikirjoissa on
viittauksia myo¨s muihin luokkiin.
Luokissa kaava, operaatio tai representaatio ei ole yhdenka¨a¨n kirjan yleinen funk-
tioka¨sitysta¨, vaikka jokaisessa oppikirjassa funktio ka¨sitella¨a¨n lausekkeena ja piirre-
ta¨a¨n kuvaajia. Tutkimuksessa keskityta¨a¨n funktion ma¨a¨ritelma¨a¨n ja johdattaviin
esimerkkeihin, jotka olivat kirjoissa muuta kuin kaava, operaatio tai representaatio.
Na¨iden luokkien asiat ka¨yda¨a¨n la¨pi kirjoissa hieman myo¨hemmin, mutta funktiota
ei ma¨a¨ritella¨ niiden perusteella. Esimerkiksi funktion eri representaatiot kuuluvat
opetussuunnitelmassa opetettaviin asioihin ja kuuluvat siksi jokaiseen oppikirjaan.
Suoraviivaisimmin valitussa funktioka¨sityksessa¨ pysyy Pyramidi, jonka funktioka¨-
sitys on myo¨s matemaattisin. Pyramidin koko ensimma¨isen alaluvun ensimma¨isesta¨
esimerkista¨ ensimma¨isiin harjoitustehta¨viin funktio ka¨sitella¨a¨n kuvauksena. Pyra-
midissa¨ seliteta¨a¨n funktioon ja joukkoihin liittyva¨t matemaattiset ka¨sitteet.
Monipuolisin funktioka¨sitys annetaan Laudaturissa. Laudaturissa ma¨a¨ritella¨a¨n
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funktio kuvauksena, mutta johdatellaan aiheeseen riippuvuuden ja sa¨a¨nno¨n avulla.
Laudaturin esitystapa on kuitenkin myo¨s hieman sekava, koska mihinka¨a¨n funktio-
ka¨sitykseen ei kirjassa syvennyta¨. Teoriaosassa on paljon tekstia¨ ja tietoa, joka huk-
kuu esimerkkien lomaan. Tekstissa¨ on matemaattisesti olennaiset ka¨sitteet ja asiat
sekaisin va¨hemma¨n ta¨rkea¨n johdattelevan tekstiosuuden kanssa, ja kokonaisuutta on
vaikea ottaa haltuun.
Laskutaito on niukka teoriaosaltaan ja johdattelua aiheeseen ei ole. Teoria on tii-
vistetty muutamaan lauseeseen, jotka ovat selkea¨sti laatikoitu. Funktiota ka¨sitelles-
sa¨ Laskutaidossa esiteta¨a¨n heti toisessa lauseessa funktion matemaattinen merkin-
ta¨tapa ”esimerkiksi f(x) = 10x+ 1”. Oppikirjassa annetaan vaikutelma, etta¨ siina¨
ohjataan keskittyma¨a¨n mekaaniseen laskemiseen eika¨ niinka¨a¨n asioiden syva¨lliseen
ymma¨rta¨miseen. Opettajalle ja¨a¨ vastuu tehda¨ pedagogiset ratkaisut siita¨, kuinka
syva¨llisesti oppilaiden on tarkoitus oppia.
Lukion Calculus on ainoa oppikirja, jonka yleinen funktioka¨sitys luokitellaan riip-
puvuusrelaatioksi. Oppikirjassa riippuvuus korostuu sa¨a¨nto¨a¨ enemma¨n. Erosta huo-
limatta kirjan sisa¨llo¨lla¨ on paljon yhteista¨ sa¨a¨nto¨-luokkaan kuuluvien oppikirjojen
kanssa. Kirjoissa on samantyyppisia¨ esimerkkeja¨ seka¨ riippuvudesta etta¨ sa¨a¨nno¨sta¨,
mutta esimerkkien ja viittausten ma¨a¨ra¨ssa¨ on hieman eroa.
Luokat sa¨a¨nto¨ ja riippuvuus limittyva¨t useissa kirjoissa toisiinsa ja jako luok-
kien va¨lilla¨ on ha¨ilyva¨. Joissain tapauksissa asiasisa¨lto¨na¨ riippuvuudella ja sa¨a¨n-
no¨lla¨ tarkoitetaan samaa, vaikka ne on ilmaistu hieman eri sanoin. Ta¨ma¨n tutki-
muksen aineiston pohjalta na¨ma¨ kaksi luokkaa olisi voinut yhdista¨a¨. Tutkimuksessa
pita¨ydyta¨a¨n kuitenkin valitussa teoriala¨hto¨isessa¨ tutkimusmenetelma¨ssa¨ ja pideta¨a¨n
luokkajako monitulkintaisuudesta huolimatta ennallaan. Luokiteltaessa lauseet ovat
irroitettu osittain asiayhteydesta¨ ja kirjan yleinen funktioka¨sitys tulkitaan niiden
avulla.
Oppikirjoissa on paljon yhta¨la¨isyyksia¨. Pa¨a¨piirteitta¨in peruskoulun oppikirjoissa
on vain va¨ha¨isia¨ eroavaisuuksia asiasisa¨llo¨ssa¨, vaikka eri kirjat esitteleva¨t asiat eri
tavoin, erilaisin esimerkein ja erilaisin rakentein kuten otsikoinnein tai eri tavalla
korostettuna. Myo¨s tekstia¨ oppikirjoissa on hyvin vaihtelevasti. Laskutaito keskit-
tyy vain ta¨rkeimpien asioiden kertomiseen lyhyesti, kun taas Piissa¨ esimerkkeja¨ ja
johdantoa on monen sivun verran. Lukion oppikirjoissa eroavaisuuksia on enemma¨n,
vaikkakin kaikissa tulevat esille ylioppilaskirjoituksissa vaaditut merkinna¨t ja asiat.
Lukion oppikirjojen yleiset funktioka¨sitykset poikkeavat toisistaan. Calculuksessa ja
Laudaturissa on paljon yhta¨la¨isyyksia¨, vaikka yleiset funktioka¨sitykset on jaettu eri
luokkiin. Pyramidi eroaa lukion kirjoista eniten.
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6.2.1 Vastaavuus
Pyramidi ka¨sittelee funktioka¨sitetta¨ matemaattisesti kuvauksena ja havainnollis-
taa kuvausta esimerkilla¨. Muissakin lukion kirjoissa ma¨a¨ritelma¨ on joukko-opillinen,
mutta niiden la¨hestymista¨ aiheeseen ei kuitenkaan tehda¨ joukko-opin kautta. Ylei-
sempia¨ lukujoukkoja lukuunottamatta joukkoihin ei juurikaan kiinniteta¨ huomiota.
Pyramidi la¨htee kuitenkin vahvasti ajatuksesta joukoista ja niiden va¨lisesta¨ ku-
vauksesta. Oppikirjan mukaan lukion kursseilla tutkitaan pa¨a¨asiassa reaalifunktioi-
ta. Reaalifunktioiksi kutsutaan ta¨ssa¨ yhteydessa¨ funktioita f : A → B, jos A ja B
ovat reaalilukujen joukon R osajoukkoja. Lukujoukoista ei funktionka¨sittelyn yh-
teydessa¨ ole muuta tietoa. Oppikirjan ensimma¨isessa¨ luvussa on kuitenkin ka¨sitelty
lukujoukot, missa¨ on esitelty luonnolliset luvut, kokonaisluvut, rationaaliluvut, irra-
tionaaliluvut ja reaaliluvut seka¨ mainitaan kompleksilukujen joukko, joka ei sisa¨lly
lukion oppima¨a¨ra¨a¨n. Funktioon liittyvissa¨ esimerkkitehta¨vissa¨ korostetaan la¨hto¨- ja
maalijoukkojen tunnistamista. Esimerkeissa¨ ka¨yteta¨a¨n pa¨a¨asiassa pienia¨ alle kym-
menen alkion la¨hto¨- ja maalijoukkoja seka¨ piirrettyja¨ joukkoja. Pyramidi opettaa
funktion osana joukko-oppia, vaikka varsinaisia joukkojen operaatioita ei ka¨yda¨ la¨-
pi.
Pyramidin tarjoama funktioka¨sitys voidaan luokitella kuvaukseksi. Pyramidin
teoriaosuuden ja esimerkkien perusteella mielikuva funktiosta muodostetaan opis-
kelijalle nimenomaan kuvauksen avulla. Pyramidi pysyy matemaattisissa tosiasiois-
sa eika¨ pyri luomaan opiskelijalle mielikuvaa funktiosta muilla keinoin. Pyramidissa
ensimma¨inen esimerkki, jonka tarkoitus on johdattaa aiheeseen, esittelee funktion
heti kuvauksena. Kyseinen esimerkki on kuvassa 6.1.
Laudatur ja¨tta¨a¨ funktion ma¨a¨rittelyn kuvauksena hyvin pieneen rooliin. Laudatu-
rin johdanto aiheeseen on pitka¨npuoleinen, mutta funktio on ma¨a¨ritelty matemaat-
tisesti yhdella¨ sivulla, missa¨ on ka¨sitelty myo¨s esimerkiksi funktion yksika¨sitteisyys
ja samuus. Kirjassa on vain yksi esimerkki, johon joukot liittyva¨t. Kyseisessa¨ esimer-
kissa¨ lasketaan kolmen eri funktion arvojoukot, kun ma¨a¨rittelyjoukot on annettu.
Calculus asettuu Pyramidin ja Laudaturin va¨liin funktion korostamisessa vas-
taavuutena. Ma¨a¨rittelyjoukon merkitys ja¨a¨ Calculuksessa hieman epa¨selva¨ksi, sil-
la¨ hyvin nopeasti lukiossa tutkittavat funktiot todetaan reaalifunktioiksi. Samalla
opastetaan, etta¨ ma¨a¨rittelyjoukoksi tulkitaan kaikkien niiden reaalilukujen joukko,
jotka tuottavat funktiolle reaalisen arvon, mika¨li ma¨a¨rittelyjoukkoa ei ilmoiteta.
Pyramidissa¨ joukkojen merkitysta¨ korostetaan enemma¨n kuin muissa oppikirjois-
sa, ja Pyramidin ensimma¨isessa¨ alaluvussa ka¨sitella¨a¨n vain funktion ma¨a¨ritelma¨a¨,
tunnistetaan la¨hto¨- ja maalijoukkoja ja pohditaan, mika¨ on funktio. Ensimma¨isen
alaluvun ja¨lkeen on tehta¨via¨. Calculuksessa rakenne on samanlainen kuin Pyrami-
dissa, mutta sisa¨lto¨ esiteta¨a¨n eri tavalla. Laudaturissa sen sijaan ka¨sitella¨a¨n funktion
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Kuva 6.1: Pyramidin ensimma¨inen esimerkki funktiosta [27, s. 114]
ma¨a¨ritelma¨n ja¨lkeen heti funktion kuvaajan piirta¨minen ja nollakohtien etsiminen
ja vasta na¨iden ja¨lkeen on harjoitustehta¨via¨.
6.2.2 Riippuvuusrelaatio
Useissa oppikirjoissa mainitaan funktio riippuvuutena. Kuitenkin vain Calculuksen
funktioka¨sitys voidaan luokitella riippuvuusrelaatioksi. Calculuksen na¨kemys on, et-
ta¨ funktiota tarvitaan tutkittaessa muuttuvien suureiden va¨lista¨ riippuvuutta. Kol-
miossa, Piissa¨ ja Laudaturissa funktion ka¨sitteeseen johdatellaan riippuvuuden avul-
la. Laudatur aloittaa liitta¨ma¨lla¨ funktion ”...ilmio¨ihin, joissa suureen arvo riippuu
toisesta suureesta” [28, s. 106]. Piissa¨ ta¨ta¨ tarkennetaan kertomalla, etta¨ ”kaksi suu-
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retta voivat riippua toisistaan siten, etta¨ toisen arvo voidaan pa¨a¨tella¨ tai laskea, kun
toisen arvo tunnetaan” [26, s. 6].
Riippuvuutta selvenneta¨a¨n yksinkertaisilla arkipa¨iva¨sta¨ tutuilla asioilla. Piissa¨
esimerkkina¨ ka¨yteta¨a¨n, etta¨ tuotteesta maksettava hinta riippuu ostettavasta ma¨a¨-
ra¨sta¨ eli hinta on ma¨a¨ra¨n funktio. Kolmiossa kerrotaan matkaan ka¨ytetyn ajan riip-
puvan nopeudesta eli aika on nopeuden funktio. Laudaturissa kerrotaan esimerkik-
si ympyra¨n pinta-alan riippuvan sa¨teesta¨. Calculuksessa vastaavia esimerkkeja¨ on
useita kuten edellisiin lisa¨yksena¨ la¨mpo¨tila riippuu ajanhetkesta¨ ja koetulos riippuu
lukuajasta.
Oppikirjoissa riippuvuuden ajatusta ei kuitenkaan ka¨yteta¨ juuri sen enempa¨a¨ kuin
johdatteluun. Kolmiossa ja Piissa¨ lasketaan pari riippuvuuteen liittyva¨a¨ esimerk-
kia¨, mutta molemmat kirjat keskittyva¨t sen ja¨lkeen kuvaamaan funktiota sa¨a¨nto¨na¨.
Calculuksessa esimerkkeja¨ on hyvin va¨ha¨n ja esimerkit esitteleva¨t funktiota eri na¨-
ko¨kulmista. Oppikirjan kolmannessa esimerkissa¨ funktio kuvataan riippuvuutena.
Esimerkki 3 (Calculus). Yhta¨lo¨ y = x2 esitta¨a¨ lukujen x ja y va¨lisen riippuvuuden.
Koska jokaista x:n arvoa vastaa tarkalleen yksi y:n arvo, niin y on x:n funktio. . . .
[29, s. 43]
6.2.3 Sa¨a¨nto¨
Vaikka Laudaturissa ma¨a¨ritella¨a¨n funktio kuvaukseksi, oppikirja antaa muuten eri-
laisen kuvan funktiosta. Laudaturissa funktion matemaattinen ma¨a¨ritelma¨ kuvauk-
sena ja sen ka¨sittely ja¨a¨va¨t hyvin lyhyeksi ja edeta¨a¨n funktion kuvaajan piirta¨mi-
seen. Funktioka¨sitteelle ei ole omaa tehta¨va¨osiota vaan ensimma¨isiin harjoitusteh-
ta¨viin liittyy jo funktion kuvaajaan liittyva¨t tehta¨va¨t.
Kokonaiskuvaa muodostaessa Laudatur ma¨a¨rittelee funktion olevan sa¨a¨nto¨, jo-
ka kuvaa asioiden va¨lista¨ riippuvuussuhdetta. Oppikirjassa kerrotaan, etta¨ sa¨a¨nto¨a¨
ei voida aina ilmaista matemaattisesti, mutta oleellista on se, etta¨ sa¨a¨nno¨n avulla
pystyta¨a¨n pa¨a¨ttelema¨a¨n funktion arvo. Samassa yhteydessa¨ ma¨a¨ritella¨a¨n muuttuja,
funktion arvo ja ma¨a¨rittelyjoukko seka¨ esitella¨a¨n merkinta¨tapoja. Esimerkeissa¨ ma¨a¨-
rittelyjoukot ovat kokonaislukujen joukko tai koko reaalilukujen joukko. Lukujoukot
on esitelty oppikirjan ensimma¨isessa¨ luvussa.
Jokainen tutkimuksessa mukana oleva peruskoulun oppikirja pita¨a¨ funktiota sa¨a¨n-
to¨na¨, joka kuvaa riippuvuutta. Kolmion mukaan funktio kuvaa ”kahden suureen va¨-
lista¨ sa¨a¨nno¨nmukaista riippuvuutta” [25, s. 190]. Funktiota ka¨yteta¨a¨n yla¨koulun ma-
tematiikassa nimenomaan kuvaamaan sa¨a¨nno¨nmukaista riippuvuutta. Sa¨a¨nno¨nmu-
kaiseen riippuvuuteen on helposti liitetta¨vissa¨ lineaarinen funktio ja sen soveltami-
nen erilaisissa tehta¨vissa¨ ja riippuvuuden tarkasteluissa, mihin oppikirjoissa keski-
tyta¨a¨nkin.
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Peruskoulun oppikirjat seka¨ lukion Laudatur tuo esille funktion sa¨a¨nto¨na¨ ja esit-
televa¨t esimerkkina¨ ”funktiokoneen”. Funktiokone toimii siten, etta¨ syo¨tetta¨essa¨ ko-
neeseen jokin luku, koneesta tulee ulos toinen luku. Ta¨ma¨ tulostuva luku ma¨a¨ra¨ytyy
jonkin sa¨a¨nno¨n eli funktion mukaan. Funktiokone-esimerkeissa¨ tehta¨va¨na¨ on ilmoit-
taa funktiokoneen sa¨a¨nto¨ yhta¨lo¨na¨ (Kolmio) tai lausekkeena (Laskutaito).
Kuva 6.2: Funktiokone Laskutaidossa [24, s. 62]
Funktiokone on hyvin yksinkertaistettu malli funktiosta, mutta sopii johdattele-
vaan rooliin peruskoulun matematiikassa. Funktiokone itsessa¨a¨n ei ole matematiik-
kaa vaan pikemminkin se on funktion havainnollistamisen apukeino. Funktiokone
korostuu kuitenkin esimerkiksi Piissa¨. Piissa¨ funktiokone on saanut oman otsikon
ja nimitysta¨ ”funktiokone” ka¨sitella¨a¨n samoin kuin matematiikan ka¨sitteita¨ esimer-
kiksi lihavoituna tekstissa¨. Ta¨llo¨in matematiikan ja matematiikan opetuksen avuksi
otetut ka¨sitteet voivat menna¨ oppilailla sekaisin.
6.2.4 Kaava
Vain Laskutaidossa ja Piissa¨ sanotaan suoraan, etta¨ funktio voidaan ma¨a¨ritta¨a¨
lausekkeella. Laskutaidossa ei ole paljon tekstia¨, joten lause ”funktio ma¨a¨ritella¨a¨n
usein antamalla funktion lauseke f(x) [24, s. 62]” nousee vallitsevaksi ohjeeksi funk-
tion ma¨a¨rittelemiseksi. Ta¨llo¨in funktion ka¨site ohitetaan ja keskityta¨a¨n proseduraa-
liseen laskemiseen.
Piissa¨ ja Laudaturissa funktion ma¨a¨ritteleva¨ lauseke on vain nimetty. Calculuk-
sessa funktiota ei ma¨a¨ritella¨ lausekkeena. Myo¨ska¨a¨n Pyramidi ei asiatekstissa¨ ma¨a¨-
rittele funktiota lausekkeena. Pyramidin esimerkkitehta¨va¨ssa¨ pyydeta¨a¨n ma¨a¨rittele-
ma¨a¨n esimerkkitehta¨va¨n kuvan reaalifunktio lausekkeen avulla. Pyramidi siis esitte-
lee tavan ma¨a¨ritella¨ funktio lausekkeena, mutta ei pida¨ sita¨ ainoana tapana. Myo¨s
Laudatur pita¨a¨ funktion lauseketta yhtena¨ mahdollisuutena ma¨a¨ritella¨ funktio: ”Jos
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suureen arvo saadaan matemaattisten laskutoimitusten avulla laskettua toisesta suu-
reesta, ta¨ta¨ laskusa¨a¨nto¨a¨ kutsutaan funktion lausekkeeksi.[28, s. 107]”
Kuva 6.3: Merkinta¨tapoja Laudaturissa [28, s. 108]
Kaikissa oppikirjoissa esiteta¨a¨n funktio lausekkeena, mutta Laskutaitoa lukuu-
nottamatta oppikirjoissa lauseke liittyy tilanteeseen, jossa suureen arvo saadaan las-
kutoimitusten avulla laskettua toisesta suureesta eika¨ lauseketta yleisteta¨ ma¨a¨ritte-
lema¨a¨n kaikkia funktioita. Funktion kuvaaminen lausekkeena on vain yksi osa funk-
tion ka¨sitetta¨ eika¨ sellaisenaan ole matemaattisesti pa¨teva¨. Peruskoulun ja lukion
matematiikassa funktioita ka¨sitella¨a¨n nimenomaan lausekkeiden avulla, mutta oppi-
kirjoissa pyrita¨a¨n la¨hestyma¨a¨n funktiota kokonaisvaltaisesti. Laskutaidossa edeta¨a¨n
suoraviivaisimmin funktion ma¨a¨rittelemiseen lausekkeen avulla.
6.2.5 Operaatio
Operaatiolla tarkoitetaan ta¨ssa¨ yhteydessa¨ toimenpidetta¨, jolla annetuista arvois-
ta saadaan tietyin edellytyksin muut arvot eli funktion arvot. Ta¨ma¨ operaatio eli
toimenpide on tavallisesti algebrallinen laskutoimitus, joka on esitetty lausekkee-
na. Operaatio voidaan ymma¨rta¨a¨ la¨heiseksi sa¨a¨nno¨n kanssa sisa¨lta¨ma¨tta¨ ajatusta
riippuvuudesta.
Oppikirjat eiva¨t varsinaisesti tuo esille funktiota operaationa. Funktion arvon
laskeminen voidaan joskus luokitella operaatioksi riippuen siita¨, miten funktion ar-
von laskeminen oppikirjassa on esitetty. Laskutaidossa, Piissa¨ ja Kolmiossa funktion
arvon laskeminen esitella¨a¨n operaationa, vaikkei operaatio-ka¨sitetta¨ suoraan ka¨yte-
ta¨. Esimerkiksi Laskutaidossa kerrotaan, etta¨ ”funktion arvo saadaan sijoittamalla
funktion lausekkeeseen f(x) muuttujan x paikalle luku [24, s. 64]”.
Lukion oppikirjoissa ei ole viittauksia funktioon operaationa. Funktion arvo on
laajempi ka¨site kuin, etta¨ se saadaan laskutoimituksen eli jonkin operaation avulla.
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Vinnerin ja Dreyfusin tutkimuksessa funktiota ma¨a¨ritettiin operaationa selva¨s-
ti va¨hiten [5]. Analysoitujen oppikirjojen osalta vaikuttaa samalta. Yla¨koulun op-
pikirjoissa annetaan yksityiskohtaisemmat laskuohjeet esimerkiksi funktion arvon
laskemiselle, mutta lukion oppikirjoissa ne oletetaan jo osatuksi.
6.2.6 Representaatio eli esitystapa
Funktion ma¨a¨rittelya¨ representaatiolla tarkoittaa ta¨ssa¨ yhteydessa¨ sita¨, etta¨ funktio
ma¨a¨ritella¨a¨n sen yhdella¨ esitystavalla. Ta¨ma¨ esitystapa voi olla verbaalinen, visuaa-
linen, numeerinen tai algebrallinen, mutta useimmiten visuaalinen eli graafinen tai
algebrallinen eli symbolinen. Jokaisessa oppikirjassa esitella¨a¨n va¨hinta¨a¨n graafinen
ja symbolinen esitystapa, mutta oppikirjoissa esimerkkitehta¨vissa¨ funktio ma¨a¨ritel-
la¨a¨n useimmiten symbolisen esityksen avulla ja graafista tai numeerista esitystapaa
ka¨yteta¨a¨n apuna.
Oppikirjoissa funktiosta esitella¨a¨n ensimma¨isena¨ symbolinen esitystapa. Symbo-
lisesta esitystavasta siirryta¨a¨n graafiseen esitystapaan eli funktion kuvaajiin. Kun
funktion kuvaajien piirta¨minen ka¨yda¨a¨n la¨pi, ka¨yteta¨a¨n apuna funktion numeerista
eli taulukoitua esitystapaa. Taulukossa on esitetty muuttujan arvot ja niita¨ vastaavat
funktion arvot. Taulukossa olevat lukuparit eiva¨t va¨ltta¨ma¨tta¨ yksista¨a¨n riita¨ ma¨a¨-
rittelema¨a¨n funktiota. Taulukoituja arvoja ka¨yteta¨a¨n piirta¨misen apuna, kun esi-
merkiksi tiedeta¨a¨n funktion olevan lineaarinen. Ta¨llo¨in taulukoitujen arvojen avulla
voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ funktion lauseke. Ta¨llainen esimerkki on esitetty Laudaturissa.
Funktion kuvaaja on useimmiten oppikirjoissa vain apuna esimerkiksi funktion
suurimman ja pienimma¨n arvon arvioimiseen, funktion nollakohdan etsinta¨a¨n ja
funktion arvojoukon etsinta¨a¨n. Funktion kuvaajan avulla ei oppikirjoissa pyrita¨ ma¨a¨-
rittelema¨a¨n funktiota. Esimerkiksi Pyramidissa kerrotaan, etta¨ ”reaalifunktiosta voi-
daan piirta¨a¨ koordinaatistoon kuvaaja [27, s. 121]” (Pyramidi).
Eri oppikirjoissa funktion esitystavat on esitetty eri tavoin. Kolmiossa nostetaan
ta¨rkea¨ksi asiaksi symbolisen esityksen merkintatavat. Merkinta¨tavat eiva¨t kuiten-
kaan ole selkeita¨ ja niita¨ ka¨yteta¨a¨n epa¨johdonmukaisesti. Kolmiossa esitella¨a¨n mer-
kinta¨ y = f(x), missa¨ y on funktion arvo, f on funktio ja x on muuttuja. Ta¨ma¨n
ja¨lkeen joissakin esimerkkitehta¨vissa¨ funktio on nimetty kirjaimella y, mita¨ tuetaan
sivun laidassa huomautuksella ”sama funktio voidaan merkita¨ kahdella eri tavalla:
y = x − 3 tai f(x) = x − 3 [25, s. 192]”. Ta¨ma¨n ja¨lkeen oppikirjassa ka¨yteta¨a¨n
ristiin ka¨sitteita¨ funktio ja suora merkiten molempia kirjaimella y. Oppikirjasta ja¨a¨
ristiriitainen ka¨sitys funktiosta, mita¨ ei helpota ka¨sitteiden ja merkinta¨tapojen sa-
mankaltaisuus ka¨sitelta¨essa¨ funktiota ja suoraa.
Laskutaidossa esitella¨a¨n erilaisia lineaarisia ja epa¨lineaarisia funktioita ja harjoi-
tellaan funktioiden kuvaajien tulkintaa ennen lineaarisen funktion kuvaajan piirta¨-
misen harjoittelua. Kuvaajien tulkintaa harjoitellaan esimerkiksi la¨mpo¨tilaka¨yrilla¨.
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Laskutaidossa painotetaan kuvaajien tulkintaa pa¨invastoin kuin Kolmiossa, jossa yh-
den funktion kuvaajan tulkintaa ka¨sitteleva¨n esimerkin ja¨lkeen siirryta¨a¨n suoraan
suoran piirta¨miseen.
Piin rakenne poikkeaa muista yla¨koulun oppikirjoista. Piissa¨ funktion ja¨lkeen ka¨-
sitella¨a¨n riippuvuutta koordinaatistossa, suoran yhta¨lo¨a¨, verrannollisuutta ja vasta
na¨iden ja¨lkeen funktion kuvaajien piirta¨mista¨ ja tulkintaa.
Lukion oppikirjat antavan yla¨koulun oppikirjoja monipuolisemman kuvan erilais-
ten funktioiden kuvaajista. Lukiolaisille esimerkiksi lineaarinen funktio ja funktion
kuvaaja ovat tuttuja ka¨sitteita¨ eika¨ niita¨ tarvitse ka¨sitella¨ samalla tarkkuudella kuin
yla¨koulussa vaan voidaan siirtya¨ suoraan vaikeampiin asioihin. Lukiossa keskityta¨a¨n
erilaisiin funktioihin ja funktiotyyppeihin.
Verbaalista eli sanoin kuvattua funktion ma¨a¨rittelya¨ ei lukion oppikirjoissa esiin-
ny. Yla¨koulun oppikirjoissa on niin kutsuttuun funktiokoneeseen liittyvissa¨ esimer-
keissa¨ ma¨a¨ritetty myo¨s sanallisesti funktio, jonka mukaisesti funktiokone antaa tu-
loksen. Seuraava esimerkki olisi ka¨sitteilta¨a¨n matemaattinen, jos ”funktiokoneen”
tilalla olisi sana ”funktio” ja sanan ”syo¨te” tilalla ”muuttuja”.
Esimerkki 4 (Laskutaito). Funktiokone kertoo syo¨tteen luvulla 10 ja lisa¨a¨ tuloon
luvun 1. [24, s. 62]
Yleisin funktion esitystapa on algebrallinen eli symbolinen. Symbolinen tapa esi-
tella¨a¨n ja sita¨ ka¨yteta¨a¨n jokaisessa oppikirjassa. Graafista esitystapaa pideta¨a¨n apu-
na ratkaistaessa esimerkiksi funktion suurinta ja pieninta¨ arvoa ja nollakohtia tai
tutkittaessa funktion kulkua. Numeerinen taulukoitu esitystapa esitella¨a¨n yla¨kou-
lun oppikirjoissa, mutta sita¨ ka¨yteta¨a¨n vain lineaarisen funktion tapauksessa tai
hahmottaessa funktion kulkua. Verbaalinen eli sanallinen esitystapa ja¨a¨ eritta¨in va¨-





Matematiikan opettajien opetuksen suunnittelun la¨hto¨kohtia ja funktioka¨sitysta¨ tut-
kitaan opettajille suunnatun kyselytutkimuksen avulla. Kyselytutkimus pohjautuu
oppikirja-analyysille. Kyselytutkimuksen mittarit muodostetaan teoreettisen viite-
kehyksen ja oppikirja-analyysin avulla. Ta¨ssa¨ luvussa esitella¨a¨n tilastolliset tutki-
musmenetelma¨t ja tutkimuksen toteutus.
Ma¨a¨ra¨llisessa¨ eli kvantitatiivisessa tutkimuksessa ollaan kiinnostuneita syy- ja
seuraussuhteista, vertailusta ja laskennallisten ja tilastollisten analyysimenetelmien
avulla saaduista tuloksista. Ma¨a¨ra¨llisen tutkimuksen keskeisia¨ piirteita¨ ovat aiem-
piin teorioihin tukeutuminen, hypoteesien esitta¨minen, otannan tarkka ma¨a¨rittely
ja tilastollisten menetelmien ka¨ytto¨. Ma¨a¨ra¨llista¨ tutkimusta pideta¨a¨n objektiivisena
verrattuna subjektiiviseen laadulliseen tutkimukseen. [22]
Tutkimusprosessi etenee teorian rakentamisesta teorian testaamiseen. Teorian
pohjalta muodostetaan hypoteesit, joille rakennetaan sopivat mittarit. Mittareiden
avulla kera¨ta¨a¨n empiirinen aineisto, joka analysoidaan tilastollisin menetelmin. Ana-
lyysin pohjalta tehda¨a¨n pa¨a¨telma¨t siita¨, kuinka hyvin tulokset tukevat teoriaa.
Matematiikan opettajille suunnattu kyselytutkimus pyrkii vastaamaan tutkimus-
kysymyksiin 3-5.
7.1 Tutkimusmenetelma¨t
Tutkimusmenetelma¨na¨ ka¨yteta¨a¨n tilastollisia mentelmia¨. Ta¨ssa¨ luvussa esitella¨a¨n
aineiston analysoinnin taustalla olevia tilastomatematiikan peruska¨sitteita¨ ja tilas-
tollista testausta.
Esitelta¨va¨t menetelma¨t ovat pera¨isin useasta la¨hteesta¨. Pa¨a¨asiallisena la¨hteena¨
luvussa on ka¨ytetty Miltonin [30] ja Metsa¨muurosen [31] teoksia. Ta¨ma¨n lisa¨ksi on
ka¨ytetty Tampereen yliopiston menetelma¨opetuksen tietovarantoa [32].
7.1.1 Mittaaminen
Tilastoyksikko¨, perusjoukko ja otos: Tilastoyksikko¨ on se tilastollinen perus-
yksikko¨, jota tilastointi koskee. Tilastoyksiko¨sta¨ kera¨ta¨a¨n tietoa eli mitataan jotakin
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tutkittavaa ominaisuutta. Tilastoyksikko¨ voi olla esimerkiksi ihminen, yritys, orga-
nisaatio, kunta tai jokin tapahtuma.
Koko tilastoyksiko¨iden joukko muodostaa tutkimuksen perusjoukon eli populaa-
tion. Perusjoukko on tutkimuksen kohdejoukko, josta tutkimuksessa halutaan tehda¨
pa¨a¨telmia¨. Kokonaistutkimuksessa kera¨ta¨a¨n tietoa kaikista perusjoukkoon kuuluvis-
ta tilastoyksiko¨ista¨. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ ta¨ma¨ on mahdotonta perusjoukon ollessa hyvin
suuri esimerkiksi Suomen kansalaiset.
Kun tutkimuksessa ei ole mahdollista kera¨ta¨ tietoa kaikilta perusjoukkoon kuu-
luvilta tilastoyksiko¨ilta¨, valitaan tutkimukseen perusjoukkoa edustava otos. Perus-
joukkoa edustavan otoksen avulla tutkimustulokset voidaan yleista¨a¨ koskemaan koko
perusjoukkoa. Otanta voidaan valita satunnaisesti tai ei-satunnaisesti. Satunnaiso-
tannassa valitaan otoksen koko ja muodostetaan otos satunnaisesti valituista tilas-
toyksiko¨ista¨. Kun ei ole mahdollista ottaa otokseen suurta ma¨a¨ra¨a¨ tilastoyksiko¨ita¨,
voidaan otanta tehda¨ esimerkiksi saavutettavuuden perusteella tai jakamalla perus-
joukko ryhmiin jonkin ominaisuuden suhteen ja parantaa na¨in tutkimuksen kannalta
ta¨rkea¨n muuttujan edustavuutta otoksessa. Mika¨li otanta ei ole satunnainen ja tut-
kija on valinnut tutkittavat tilastoyksiko¨t tutkimukselle ja perusjoukolle sopivalla
tavalla, ei voida olettaa, etta¨ valitut tilastoyksiko¨t edustavat perusjoukkoa.
Muuttuja ja havaintomatriisi: Tilastoyksikko¨o¨n liittyva¨sta¨ ominaisuudesta ke-
ra¨ttya¨ tietoa kutsutaan muuttujaksi. Muuttujia voivat olla esimerkiksi sukupuoli, ika¨
tai mielipide, kun tilastoyksikko¨na¨ on henkilo¨. Kun aineistoa on tarkoitus ka¨sitella¨
tilastollisin menetelmin, muuttujaa kuvataan luvulla, joka on muuttujan (havain-
to)arvo. Tietoja ka¨sitellessa¨ voidaan esimerkiksi pa¨a¨tta¨a¨, etta¨ sukupuoli-muuttuja
voi saada arvoja 1 ja 2, joista 1 tarkoittaa miesta¨ ja 2 naista.
Tilastoyksikko¨ja¨ koskevat tiedot kootaan havaintomatriisiksi. Havaintomatriisin
vaakariveilla¨ ovat yhden tilastoyksiko¨n saamat muuttujien arvot eli yhdelta¨ tilas-
toyksiko¨lta¨ kera¨tyt tiedot eli havaintoarvot. Tietyn muuttujan arvot ovat sijoitettu
yhteen pystysarakkeeseen.
Muuttujien ominaisuudet: Tilastollisen muuttujan havaintoarvot saadaan jol-
takin mitta-asteikolta. Mitta-asteikon avulla ma¨a¨riteta¨a¨n, milla¨ tasolla muuttuja
ma¨a¨rittelee tilastoyksiko¨iden va¨liset erot. Mitta-asteikon valintaan vaikuttaa kera¨t-
ta¨va¨n tiedon luonne ja milla¨ menetelmilla¨ saatua tietoa on tarkoitus ka¨sitella¨. Ti-
lastollisilla menetelmilla¨ on mitta-asteikkovaatimuksia. Yleisesti ka¨ytettyja¨ mitta-
asteikoita on nelja¨ erilaista: luokitteluasteikko, ja¨rjestysasteikko, va¨limatka-asteikko
ja suhdeasteikko.
Luokitteluasteikko: Luokitteluasteikosta ka¨yteta¨a¨n myo¨s nimia¨ laatueroasteik-
ko ja nominaaliasteikko. Luokitteluasteikolla voidaan luokitella tilastoyksiko¨i-
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ta¨ sellaisen muuttujan suhteen, joka kuvaa laatua. Muuttujan arvoja ei voi
ja¨rjesta¨a¨ yksiselitteisesti suuruusja¨rjesteykseen. Luokitteluasteikolla mitatta-
va muuttuja voi olla esimerkiksi sukupuoli tai kansalaisuus.
Ja¨rjestysasteikko: Ja¨rjestysasteikosta ka¨yteta¨a¨n myo¨s nimea¨ ordinaaliasteikko.
Ja¨rjestysasteikko asettaa muuttujan arvot ja¨rjestykseen, muttei sisa¨lla¨ tarkkaa
mittayksikko¨a¨ va¨limatkojen mittaamiseen. Esimerkiksi mielipidetta¨ mittaava
Likert-asteikko ”ta¨ysin eri mielta¨ - jokseenkin eri mielta¨ - jokseenkin samaa
mielta¨ - ta¨ysin samaa mielta¨” on ja¨rjestysasteikko.
Va¨limatka-asteikko:Va¨limatka- eli intervalliasteikolla muuttujan arvot ovat sa¨a¨n-
no¨llisen va¨limatkan pa¨a¨ssa¨ toisistaan. Kun asteikolla liikutaan mittayksiko¨n
verran, siirryta¨a¨n aina yhta¨ pitka¨ matka. Va¨limatka-asteikolla voidaan laskea
keskiarvo. Esimerkiksi la¨mpo¨tilaa voidaan mitata va¨limatka-asteikolla.
Suhdeasteikko: Suhdeasteikolla on samat ominaisuudet kuin va¨limatka-asteikolla,
mutta niiden lisa¨ksi suhdeasteikolla on todellinen eli absoluuttinen nollapiste,
jossa mitattavaa ominaisuutta ei esiinny lainkaan. Suhdeasteikolla voidaan il-
moittaa tarkasti muuttujan arvojen suuruus suhteessa toisiinsa, koska astei-
kon nollapiste on todellinen. Esimerkiksi pituus, paino ja tulot voidaan mitata
suhdeasteikolla.
Kun aineistoa ka¨sitella¨a¨n tietokoneella ja muodostetaan havaintomatriisi, muut-
tujan havaintoarvot koodataan numeroilla tai luvuilla huolimatta muuttujan mitta-
asteikosta. Numerokoodaus tehda¨a¨n tiedon ka¨sittelyn yksinkertaistamiseksi. Kuiten-
kin esimerkiksi luokitteluasteikon havaintomatriisiin koodatuille numeroille ei voida
ka¨ytta¨a¨ samanlaisia tilastollisia menetelmia¨ kuin va¨limatka- tai suhdeasteikon nu-
meerisilla muuttujan arvoilla.
Mittarin luotettavuus: Tutkimuksen luotettavuus on suoraan verrannollinen
mittarin luotettavuuteen. Mittarin luotettavuutta kuvataan ka¨sitteilla¨ validiteetti
ja reliabiliteetti. Mittarin validiteetti on hyva¨, jos mittari mittaa sita¨, mita¨ sen on
tarkoituskin mitata. Mittarin reliabiliteetti kuvaa mittaustulosten toistettavuutta.
Tutkimuksen tarkoitus on ilmaistu tutkimuskysymyksina¨. Tutkimuskysymyksiin
liittyy mitattavia ka¨sitteita¨. Mittaria on ka¨ytetta¨va¨ oikeaan kohteeseen oikealla ta-
valla. Validiteetti kuvaa mittarin kykya¨ mitata juuri sita¨ ominaisuutta, mita¨ on
tarkoitus mitata. Ka¨ytetta¨va¨t menetelma¨t on valittava sen mukaan, millaista tie-
toa halutaan. Validiteetti voidaan jakaa esimerkiksi sisa¨iseen ja ulkoiseen validiteet-
tiin. Ulkoinen validiteetti kuvaa tutkimuksen yleistetta¨vyytta¨. Tutkimuksen yleis-
tetta¨vyyteen vaikuttaa tutkimusasetelma ja mihin ryhmiin tutkimustulokset ovat
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yleistetta¨vissa¨ vaikuttaa otanta. Sisa¨inen validiteetti kuvaa, onko mittarissa ka¨yte-
tyt ka¨sitteet teorian mukaiset ja kattavatko ka¨sitteet riitta¨va¨n laajasti tutkittavan
ilmio¨n. Sisa¨isessa¨ validiteetissa tarkastellaan mittarin muodostamista ja mittausti-
lanteen vaikutusta tutkimuksen luotettavuuteen. Tutkimuksen validiteettia voidaan
parantaa hyva¨lla¨ tutkimusasetelmalla, oikealla ka¨sitteenmuodostuksella ja teoreet-
tisen viitekehyksen luonnilla seka¨ tarkoituksenmukaisella otannalla.
Tutkimuksen reliabiliteetilla kuvataan tutkimuksen toistettavuutta. Mittari on
reliaabeli, jos samaa ilmio¨ta¨ tutkittaessa samalla mittarilla samoilla menetelmilla¨
saadaan eri mittauskerroilla samat tulokset. Reliaabeliin mittariin eiva¨t vaikuta sa-
tunnaisvirheet tai olosuhteet.
Reliabiliteettia voidaan ka¨sitella¨ kolmella eri osatekija¨lla¨. Rinnakkaismittauksessa
mittaus toteutetaan samaan aikaan eri mittarilla ja vastataan kysymykseen, vastaa-
ko useammat mittarit samaan ongelmaan. Toistomittauksessa mitataan eri aikaan
samalla mittarilla. Toistomittauksissa saadaan testattua mittarin herkkyys ulko-
puolisille tekijo¨ille. Tutkimuksen aiheesta riippuen on pohdittava, miten mittauk-
sien va¨linen aika otetaan huomioon. Mittarin sisa¨ista¨ konsistenssia eli yhtena¨isyytta¨
mitataan samaan aikaan samalla mittarilla. Konsistenssilla tarkoitetaan mittarin
eri osioiden kykya¨ mitata samaa asiaa. Periaatteessa tutkimus voi olla reaabeli ja
tuottaa johdonmukaisia tuloksia, vaikka tutkimus ei olisikaan validi eli pa¨teva¨.
Reliabiliteettia voidaan mitata reliabiliteettikertoimella eli Cronbachin alfalla. Al-
fan laskeminen perustuu yhteenlaskettavien muuttujien jakamiseen kahteen osaan
(Split half). Jos molemmat osat korreloivat voimakkaasti, ovat muuttujat yhta¨la¨i-
sia¨. Jos kaikki yhdistetta¨va¨t muuttujat mittaavat todella samaa asiaa, ei ole va¨lia¨,
miten muuttujat jakaa kahteen osaan. Cronbachin alfa saadaan
α =
k · r¯
1 + (k − 1)r¯
missa¨ k on yhdistetta¨vien muuttujien lukuma¨a¨ra¨ ja r¯ on yhdistetta¨vien muuttujien
va¨listen korrelaatioiden keskiarvo.
Alfa saa arvoja va¨lilla¨ [0, 1]. Metsa¨muuronen [31] suosittelee alimmaksi hyva¨ksy-
tyksi alfan arvoksi 0,60.
7.1.2 Aineiston kuvaaminen
Tilastollista aineistoa voidaan kuvata tunnuslukujen avulla. Yksinkertainen tapa
kuvata muuttujia on laskea muuttujan arvojen esiintymisten lukuma¨a¨ra¨. Ta¨ta¨ kut-
sutaan frekvenssiksi. Frekvenssi voidaan esitta¨a¨ lukuma¨a¨ra¨na¨ tai suhteellisena pro-
senttiosuutena koko aineistosta. Frekvenssia¨ voidaan havainnollistaa histogrammilla
eli pylva¨sdiagrammilla tai ympyra¨diagrammilla. Histogrammin luomiseksi aineistoa
tiivisteta¨a¨n niin, etta¨ se luokitellaan sopivan kokoisiin luokkiin.
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Keski- ja hajontaluvut: Aineistoa voidaan tiivista¨a¨ laskemalla siita¨ keski- ja ha-
jontalukuja. Keskiluvut kuvaavat muuttujien havaintoarvojen keskima¨a¨ra¨ista¨ suu-
ruutta ja hajontaluvut, kuinka paljon havaintoarvot vaihtelevat. Ka¨ytetta¨va¨ keski-
luku valitaan sen mukaan, mita¨ mitta-asteikkoa on ka¨ytetty havaintoarvojen kera¨a¨-
misessa¨.
Muuttujan moodi eli tyyppiarvo kertoo sen muuttujan arvon, jonka frekvenssi
aineistossa on suurin. Muuttujalla voi olla usea eri moodi, mika¨li kahden tai useam-
man muuttujan arvon frekvenssit ovat yhta¨ suuria. Moodi voidaan laskea kaikille
aineistolle riippumatta mitta-asteikon valinnasta.
Mediaani (Md) on suuruusja¨rjestykseen asetetuista muuttujan arvoista keskim-
ma¨inen. Mediaania suurempia ja pienempia¨ arvoja on kumpiakin 50 % aineistosta.
Mediaania ei voida laskea luokitteluasteikolla mitatuille muuttujille.
(Otos)keskiarvo kuvaa keskima¨a¨ra¨ista¨ havaintoarvoa aineistossa.Keskiarvo saa-
daan laskemalla muuttujan arvot yhteen ja jakamalla summa arvojen lukuma¨a¨ra¨lla¨.
Keskiarvo voidaan laskea, kun muuttuja on mitattu va¨limatka- tai suhdeasteikolla.
Hajontaluvut kuvaavat muuttujan jakaumaa. Keskilukuja vertailemalla ei na¨h-
da¨ kahden aineiston va¨lista¨ eroa ja sen vuoksi ka¨yteta¨a¨n keskilukujen lisa¨ksi ha-
jontalukuja. Hajonta kuvaa muuttujan havaintoarvojen keskima¨a¨ra¨ista¨ poikkeamaa
keskiluvusta. Samoin kuin keskiluvuilla muuttujan mitta-asteikko vaikuttaa sopivan
hajontaluvun valintaan. Tilastotieteessa¨ ka¨ytetyinta¨ hajontalukua, keskihajontaa,
voidaan ka¨ytta¨a¨ va¨limatka- ja suhdeasteikolla mitattujen havaintoarvojen hajonnan
kuvaamiseen.






Keskihajontaa ei voida laskea ja¨rjestysasteikolla mitatun muuttujan havaintoar-
voille. Ta¨llo¨in voidaan ka¨ytta¨a¨ hajontaa kuvaamaan vaihteluva¨lia¨. Vaihteluva¨li il-
moittaa pienimma¨n ja suurimman havaintoarvon va¨lin.
Summamuuttuja: Summamuuttujaksi kutsutaan muuttujaa, jonka arvot on saa-
tu laskemalla yhteen useiden erillisten samaa ilmio¨ta¨ mittaavien muuttujien havain-
toarvot. Yhteenlaskettavat muuttujat ovat mitattu ja¨rjestysasteikolla, esimerkiksi
Likert-asteikolla. Summamuuttujaa ka¨yteta¨a¨n asenneva¨itta¨mien yhdista¨miseen. Sa-
massa kyselytutkimuksessa voidaan kysya¨ samaa tarkoittavaa asiaa useilla yksitta¨i-
silla¨ va¨itta¨milla¨.
Esimerkkiaineiston ja¨rjestyasteikko on koodattu 1 = ei lainkaan ta¨rkea¨, 2 = hie-
man ta¨rkea¨, 3 = jonkin verran ta¨rkea¨, 4 = melko ta¨rkea¨ ja 5 = eritta¨in ta¨rkea¨.
Nelja¨ va¨itta¨ma¨a¨ tarkoittavat samaa. Summamuuttuja muodostetaan laskemalla yh-
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teen vastaajan jokaisen va¨itta¨ma¨n lukuarvo. Esimerkissa¨ summamuuttujan arvo voi
vaihdella va¨lilla¨ [4, 20].
Aineisto ei ole aina ta¨ydellinen vaan joukosta saattaa puuttua havaintoarvoja.
Puuttuvat havaintoarvot ovat koodattu esimerkissa¨ 0 = puuttuva arvo. Ta¨llo¨in sum-
mamuuttuja ei kerro todellista summaa ja eri vastaajien summamuuttujien arvot ei-
va¨t ole vertailukelpoisia. Siksi summamuuttujan arvot voidaan palauttaa alkupera¨i-
sen asteikolle [1, 5] jakamalla summamuuttujan arvo mukaan laskettujen muuttujien
lukuma¨a¨ra¨lla¨ ja pyo¨rista¨ma¨lla¨ ta¨ma¨ kokonaislukuihin.
Taulukko 7.1: Esimerkkiaineisto summamuuttujan luomisesta
Summa- Summa-
Vas- Va¨itta¨ma¨ Va¨itta¨ma¨ Va¨itta¨ma¨ Va¨itta¨ma¨ muuttuja muuttuja
taaja 1 2 3 4 asteikolla asteikolla
[4,20] [1,5]
1 1 1 1 1
Nro 1 ei lainkaan ei lainkaan ei lainkaan ei lainkaan 4 ei lainkaan
ta¨rkea¨ ta¨rkea¨ ta¨rkea¨ ta¨rkea¨ ta¨rkea¨
4 5 4 3 4
Nro 2 melko eritta¨in melko jonkin verran 16 melko
ta¨rkea¨ ta¨rkea¨ ta¨rkea¨ ta¨rkea¨ ta¨rkea¨
3 0 2 2 2
Nro 3 jonkin verran puuttuva hieman hieman puuttuu hieman
ta¨rkea¨ arvo ta¨rkea¨ ta¨rkea¨ ta¨rkea¨
Summamuuttujan avulla tiivistetysta¨ aineistosta voidaan tarkastella frekvenssia¨
ja havainnollistaa graafisilla esityksilla¨. Summamuuttujaa voidaan ka¨ytta¨a¨ tilastol-
lisissa menetelmissa¨ kuin tavallista muuttujaa.
7.1.3 Tilastollinen testaus
Aineiston kuvaamisella pyrita¨a¨n saamaan hyva¨ yleiskuva mitatusta aineistosta. Ti-
lastollisen pa¨a¨ttelyn avulla pyrita¨a¨n tekema¨a¨n johtopa¨a¨to¨ksia¨ aineistosta ja saa-
maan vastauksia ennalta asetettuihin tutkimuskysymyksiin. Tilastollisessa testauk-
sessa esiteta¨a¨n va¨itteita¨ ja testataan niiden sopivuutta tutkimusaineiston havaintoi-
hin. Tilastollisia menetelmia¨ valitessa tulee tuntea aineisto ja sen jakautuminen, jot-
ta voidaan valita aineistoon sopivat menetelma¨t. Tilastolliseen testaukseen liittyva¨
osio perustuu Miltonin [30] ja Nummenmaan [33] teoksiin.
Tilastollinen testaaminen perustuu nollahypoteesin H0 asettamiseen ja sen ver-
taamiseen tutkimusaineiston havaintoihin. Nollahypoteesiksi asetetaan va¨ite, joka
tutkimuksesta riippuen pyrita¨a¨n joko hyva¨ksyma¨a¨n tai hylka¨a¨ma¨a¨n. Yleensa¨ nol-
lahypoteesi va¨itta¨a¨, etta¨ testattavien asioiden va¨lilla¨ ei ole yhteytta¨ tai eroa. Nol-
lahypoteesi voisi olla esimerkiksi ”Luokkataso ei vaikuta funktion ka¨sitteen opet-
tamiseen.” Vastahypoteesi H1 on nollahypoteesin vastakohta, ja se olisi edellisessa¨
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esimerkissa¨ ”Luokkataso vaikuttaa funktion ka¨sitteen opettamiseen.”
Testauksen periaate on laskea ilmio¨ta¨ kuvaava testisuure sopivaksi todetun mene-
telma¨n (testin) avulla. Todenna¨ko¨isyytta¨, etta¨ testisuure T saisi suuremman arvon
kuin mika¨ on otoksen perusteella saatu havaittu arvo thav, kutsutaan p-arvoksi
p-arvo = P (T > thav).
Hypoteesin va¨itteen tilastollinen merkitsevyys ma¨a¨ritella¨a¨n riskitason eli merkit-
sevyystason avulla. Riskitaso kuvaa todenna¨ko¨isyytta¨ virheelliselle nollahypoteesin
hylka¨a¨miselle. Yleisesti ka¨yto¨ssa¨ ovat riskitasot 0, 1%, 1% ja 5%. Ihmisten ka¨yto¨s-
ta¨ ja toimintaa koskevissa tutkimuksissa riskitaso 5% riitta¨a¨ hyvin. Tilastollisesti
merkitseva¨sta¨ tuloksesta voidaan puhua silloin, kun nollahypoteesi on hyla¨tty.
Jakaumat: Tilastotieteessa¨ ka¨yteta¨a¨n erilaisia jakaumia kuvaamaan otoksen ja-
kautumista. Jakaumien avulla aineistolle saadaan todenna¨ko¨isyysjakauma, joka ku-
vaa muuttujan arvojen esiintymistodenna¨ko¨isyytta¨. Testaaminen tapahtuu useim-
miten vertaamalla mitattuja muuttujia satunnaismuuttujan todenna¨ko¨isyysjakau-
maan. Tilastollinen testi kertoo sopiiko mitattu muuttuja todenna¨ko¨isyysjakaumaan.
Normaalijakauma on ta¨rkein todenna¨ko¨isyysjakauma. Valitessa sopivaa testia¨ hy-
poteesin testaamiseksi tulee erityisesti tieta¨a¨, onko aineisto normaalijakautunut, silla¨
jotkin testit olettavat muuttujilta normaalijakautuneisuutta.
Jakauman sopivuutta normaalijakaumaan voidaan testata Kolmogorovin-Smirnovin
yhden otoksen testilla¨. Testin la¨hto¨kohtana on laskea otoksen ja normaalijakauman
kumulatiivisten suhteellisten frekvenssijakaumien suurinta erotusta. Saatu suurin
erotus D on testisuure, jonka avulla testataan otoksen sopivuutta jakaumaan. Nor-
maalijakauman laskemiseen tarvitaan keskiarvoa ja varianssia. Mika¨li na¨ita¨ ei ma¨a¨ra¨-
ta¨ ennalta vaan ka¨yteta¨a¨n otoksesta laskettuja arvoja, kutsutaan testia¨ Kolmogorov-
Smirnov-Lillieforsin testiksi eli Lillieforsin testiksi.






Jos laskettu testisuure on pienempi kuin kriittinen arvo, pa¨a¨tella¨a¨n, etta¨ otos ei
eroa merkitseva¨sti normaalijakaumasta. Vastaavasti testisuureen ollessa suurempi
kuin kriittinen arvo, otosta ei voida olettaa normaalijakautuneeksi.
Testit: Hypoteesin testaamiseen on parametrisia¨ ja parametrittomia testeja¨. Para-
metriset testit vaativat perusjoukon noudattavan tiettya¨ todenna¨ko¨isyysjakaumaa.
Parametriset testit ovat tehokkaampia kuin parametrittomat. Tunnettuja parametri-
sia testeja¨ ovat t-testi, jossa oletetaan perusjoukon olevan normaalijakautunut, ja χ2-
7. Kyselytutkimus matematiikan opettajille 40
testi, jossa oletetaan perusjoukon noudattavan χ2-jakaumaa. Parametrittomia tes-
teja¨ voidaan useimmiten ka¨ytta¨a¨, jos otoskoko on pieni (alle 30) ja aineistoa ei voida
pita¨a¨ normaalijakautuneena. Parametriton testi kahdelle muuttujalle on esimerkik-
si Mann-Whitney-testi ja useammalle vertailtavalle ryhma¨lle Kruskal-Wallis-testi.
Seka¨ Mann-Whitney-testi etta¨ Kruskal-Wallis-testi sopivat erityisesti mielipidetta¨
ja¨rjestysasteikolla mitattujen havaintoarvojen ka¨sittelyyn.
Mann-Whitney-testi on parametriton testi kahden riippumattoman ryhma¨n me-
diaanien vertailuun. Testia¨ kutsutaan myo¨s U-testiksi tai Wilcoxonin ja¨rjestyssum-
matestiksi. Testia¨ ka¨yteta¨a¨n vertailtaessa kahta mediaania, jotka ovat saatu mittaa-
malla sama ominaisuus kahdelta eri ryhma¨lta¨. Testi ei edellyta¨ havaintojen normaa-
lijakautuneisuutta ja sita¨ voidaan ka¨ytta¨a¨ myo¨s pienilla¨ otoksilla (alle 30 havain-
toarvoa). Selitetta¨va¨n muuttujan arvot tulee olla mitattuna va¨hinta¨a¨n ja¨rjestysas-
teikolla.
Mann-Whitey-testi erottelee mediaanit, mutta se ei kerro juuri muita jakaumien
va¨lisia¨ eroja. Siksi testi ei sovellu kahden jakauman samuustestiksi.
Testin nollahypoteesi tarkoittaa, etta¨ kahden otoksen mediaanit ovat samat. Mer-
kita¨a¨n mediaaneja µ1 ja µ2, jolloin nollahypoteesi on H0 : µ1 = µ2. Vaihtoehtoja
vastahypoteesiksi on kolme: H1 : µ1 < µ2, H1 : µ1 > µ2 ja H1 : µ1 6= µ2.
Testin suorittamiseksi otetaan kahden vertailtavan ryhma¨n havaintoarvot, jotka
ovat mitattu samalla mittarilla. Havaintoarvot yhdisteta¨a¨n ja ja¨rjesteta¨a¨n suuruus-
ja¨rjestykseen ja annetaan niille vastaavat ja¨rjestysluvut
r1,1, r1,2, . . . , r1,n1 , r2,1, r2,2, . . . , r2,n2 .
Jos yhdisteyissa¨ havaintoarvoissa on samoja lukuja eli ne ja¨rjesteta¨a¨n pera¨kka¨in,
annetaan niille kaikille ja¨rjestysnumeroksi alkupera¨isten pera¨kka¨isten ja¨rjestysnu-
meroiden keskiarvo. Ta¨ma¨n ja¨lkeen lasketaan yhteen ensimma¨isen otoksen n1 ja¨r-
jestyslukua ja saadaan luku ω1 = r1,1 + r1,2 + r1,n1 ja vastaavasti toisen otoksen n2
vastaava luku ω2. Merkita¨a¨n viela¨ ω = min(ω1, ω2). Na¨ista¨ saataisiin vastaavasti
satunnaismuuttujat W1, W2 ja W .
Jos µ1 < µ2, pyrkii ω1 olemaan pieni ja ω2 suuri. Ta¨ma¨ tilanne johtaa nollahypo-
teesin hylka¨a¨miseen ja vastahypoteesin H1 : µ1 < µ2 hyva¨ksymiseen.
Vastaavasti jos µ1 > µ2, pyrkii ω1 olemaan suuri ja ω2 pieni, jolloin nollahypoteesi
hyla¨ta¨a¨n ja vastahypoteesi H1 : µ1 > µ2 hyva¨ksyta¨a¨n.
Yleisesti, mika¨li jompikumpi luvuista ω1 tai ω2 on pieni, on myo¨s ω pieni, jolloin
mediaanit eiva¨t ole yhta¨ suuret ja nollahypoteesin hylka¨a¨minen johtaa vasta-
hypoteesin H1 : µ1 6= µ2 hyva¨ksymiseen.
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Kruskal-Wallis-testi on yleistys Mann-Whitney-testista¨ tilanteeseen, jossa ver-
tailtavia ryhmia¨ on enemma¨n kuin kaksi. Kruskal-Wallis-testin ka¨yto¨lle on samat
vaatimukset kuin Mann-Whitney-testille.
Laskutapa Kruskal-Wallis-testissa¨ on samanlainen kuin Mann-Whitney-testissa¨.
Yhdistettyjen vertailtavien ryhmien (k kpl) havaintoarvojen ja¨rjestylukujen sum-
mat ovat ω1, ω2, . . . , ωk ja niita¨ vastaavat satunnaismuuttujat ovat W1,W2, . . . ,Wk.










on χ2-jakauma k−1 vapausasteella. Testin p-arvo saadaan realisoitunutta H:n arvoa
vastaavana χ2-jakauman loppuha¨nta¨todenna¨ko¨isyytena¨ k − 1 vapausasteella.
Korrelaatiokerroin: Muuttujien va¨lista¨ riippuvuutta voidaan kutsua korrelaa-
tioksi. Jos korrelaatio kahden muuttujan va¨lilla¨ on voimakasta, voidaan toisen muut-
tujan arvoista pa¨a¨tella¨ toisen muuttujan arvot melko ta¨sma¨llisesti. Pearsonin tulo-
momenttikorrelaatiokerroin on parametrillinen ja Spearmanin ja¨rjestyskorrelaatio-
kerroin parametriton menetelma¨ korrelaation laskemiseksi.
Spearmanin ja¨rjestyskorrelaatiokerrointa ρ ka¨yteta¨a¨n useimmiten ja¨rjestysastei-
kollisten muuttujien va¨lista¨ yhteytta¨ tutkittaessa. Aineiston havaintoarvot ja¨rjeste-
ta¨a¨n suuruusja¨rjestykseen ja niille annetaan ja¨rjestysluvut. Ja¨rjestyslukujen erotus
D lasketaan havaintopareittain ja ja¨rjestyskorrelaatiokerroin saadaan kaavasta





missa¨ n on havaintojen lukuma¨a¨ra¨.
Spearmanin ja¨rjestyskorrelaatiokerroin saa arvoja va¨lilla¨ [−1, 1]. Kertoimen arvo
1 tarkoittaa ja¨rjestyslukujen ta¨sma¨lleen samaa ja¨rjestysta¨, arvo 0 tarkoittaa, ettei
korrelaatiota ole ja arvo -1 tarkoittaa ja¨rjestyslukujen ta¨sma¨lleen vastakkaista ja¨r-
jestysta¨.





missa¨ ρ on korrelaatiokerroin ja n havaintojen lukuma¨a¨ra¨. Lasketaan testisuureen
arvoa vastaava p-arvo Studentin t-jakaumasta. Jos p-arvo on riitta¨va¨n pieni tietylla¨
riskitasolla, korrelaatio kahden muuttujan va¨lilla¨ on tilastollisesti merkitseva¨.
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7.2 Tutkimuksen toteutus
Tutkimus toteutettiin verkkokyselyna¨ internetissa¨. Linkki sa¨hko¨iseen kyselylomak-
keeseen la¨hetettiin sa¨hko¨postilla opettajille. Vastausaikaa kyselyyn oli kaksi viikkoa,
jonka ja¨lkeen kysely suljettiin. Verkkokysely on helppo toteuttaa ja vastaajien on
siihen helppo vastata. Kuitenkin posti- ja verkkokyselylla¨ vastausprosentti ja¨a¨ al-
haiseksi verrattuna henkilo¨kohtaiseen haastatteluun tai rajatulle joukolle tietyssa¨
paikassa (esimerkiksi tyo¨paikalla) ja¨rjestetyssa¨ lomakekyselyssa¨.
Kyselyssa¨ kera¨tty aineisto muokattiin havaintomatriisiksi. Havaintomatriisia ka¨-
siteltiin ja laskenta suoritettiin SPSS-ohjelmistolla (Statistical Package for the Social
Sciences), joka on monipuolinen tilastollisen tietojenka¨sittelyn ohjelmisto.
7.2.1 Tutkimuksen perusjoukko ja otos
Tutkimuksen perusjoukko on matematiikan opettajat. Matematiikan opettajat kat-
taa kaikki luokilla 7.-9. ja lukiossa matematiikka opettavat henkilo¨t riippumatta
heida¨n koulutuksestaan tai pa¨tevyydesta¨a¨n. Otos valittiin ta¨ssa¨ tutkimuksessa tie-
tyin perustein eika¨ satunnaisesti. Otoksessa on 335 opettajaa Pirkanmaalta. Opetta-
jat valikoituivat tutkimukseen sen perusteella, kenen sa¨hko¨postiosoite lo¨ytyi koulun
internetsivuilta. Tutkimuksen varsinaisen otoksen muodostavat ne, jotka vastaavat
kyselyyn.
7.2.2 Kyselylomakkeen laadinta
Kysely sisa¨lta¨a¨ kolme eri osiota, jotka ovat sa¨hko¨isessa¨ kyselylomakkeessa sijoitettu
eri sivuille. Tehta¨va¨nantojen sanamuodot pyrkiva¨t olemaan yksika¨sitteisia¨, lyhyita¨ ja
selkeita¨. Kyselya¨ ei varsinaisesti testattu ennen la¨hetta¨mista¨ kyselyyn osallistuville.
Kyselylomakkeen kuitenkin ka¨vi la¨pi useampi henkilo¨. He tarkastivat, etta¨ kysely
on riitta¨va¨n selkea¨ ja yksika¨sitteinen. Kyselylomake on liitteessa¨ B.
Kyselylomakkeen alussa kera¨ta¨a¨n vastaajan taustatietoja kuten sukupuoli, ope-
tusvuosien ma¨a¨ra¨, opetettava luokkataso ja koulutus. Taustatietoja ka¨yteta¨a¨n hy-
va¨ksi tutkimuksessa ryhmittelema¨lla¨ vastaajia. Opetusvuosien ma¨a¨ra¨sta¨ riitta¨a¨ saa-
da karkea arvio, joten ne jaettiin valmiiksi ryhmiin alle 2 vuotta, 2-5 vuotta, 6-10
vuotta, 11-20 vuotta ja yli 20 vuotta. Luokkatasot, joilla opettaja opettaa tai on
opettanut, jaettiin myo¨s ryhmiin 1.-6. luokat, 7.-9. luokat, lukion lyhyt matematiik-
ka ja lukion pitka¨ matematiikka. Koulutus kysyta¨a¨n avoimena kysymyksena¨, koska
oletettavasti opettajilla on monenlaisia koulutuksia.
Toinen osio kera¨si tietoa opetuksen la¨hto¨kohdista. Kysymykseksi asetettiin: Kuin-
ka paljon ka¨yta¨t funktion ka¨sitteen opetuksen suunnittelussa seuraavia asioita? Ta¨-
ma¨n ja¨lkeen kysyttiin yhdeksa¨a¨ opetuksen suunnitteluun liittyva¨a¨ asiaa ja kym-
menentena¨ oli ”jotain muuta”, jota seurasi avoin tila perusteluille ja tarkennuksil-
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le. Osiossa vastattiin valitsemalla sopivin vaihtoehto 5-portaiselta Likert-asteikolta.
Likert-asteikon ensimma¨inen vaihtoehto tarkoitti ”en lainkaan” ja viimeinen ”aina”.
Kyselyyn valittiin 5-portainen Likert-asteikko, koska sen oletettiin erottelevan riit-
ta¨va¨sti vastauksia. Asteikon ja¨lkeen vastaajalle tarjottiin mahdollisuus vastata ”en
osaa sanoa”. Ta¨lla¨ vastausvaihtoehdolla pyrittiin va¨henta¨ma¨a¨n epa¨varmojen vas-
tausten kasautumista asteikon puoleen va¨liin. Opetuksen la¨hto¨kohtiin liittyen ky-
syttiin avoimena kysymyksena¨ opettajilta ka¨yto¨ssa¨ olevan oppikirjasarjan nimea¨.
Kyselyn kolmas osio kera¨si tietoa siita¨, mita¨ opettajat pita¨va¨t ta¨rkea¨na¨ funktion
ka¨sitteen opetuksessa. Kysymykseksi asetettiin: Kuinka ta¨rkea¨na¨ pida¨t annettua
va¨itta¨ma¨a¨ funktion ka¨sitteen opetuksen kannalta? Va¨itta¨mia¨ oli yhteensa¨ 24, joi-
hin vastattiin valitsemalla sopivin vaihtoehto 5-portaiselta Likert-asteikolta. Likert-
asteikolla ensimma¨inen vaihtoehto tarkoitti ”merkitykseto¨n” ja viimeinen ”eritta¨in
ta¨rkea¨”. Ta¨ssa¨kin osiossa oli asteikon ja¨lkeen erikseen vaihtoehto ”en osaa sanoa”.
Jokaisesta kuudesta aiemmin ka¨sitellysta¨ funktioka¨sitysryhma¨sta¨ oli nelja¨ va¨it-
ta¨ma¨a¨. Va¨itta¨ma¨t olivat valittu tutkittujen oppikirjojen ja Vinnerin ja Dreyfusin
tutkimuksen [5] avulla. Osa va¨itta¨mista¨ oli tehty tarkoittamaan samaa asiaa vain
hieman eri sanoin. Na¨ma¨ yksitta¨iset va¨itta¨ma¨t yhdessa¨ muodostavat tutkimuksen
mittarin.
Vastaavuus:
1. Funktio on kuvaus.
2. Funktio on kahden joukon alkioiden va¨linen vastaavuus siten, etta¨ kutakin
ensimma¨isen joukon alkiota vastaa ta¨sma¨lleen yksi ja¨lkimma¨isen joukon alkio.
3. Funktio liitta¨a¨ jokaiseen ma¨a¨rittelyjoukon alkioon ta¨sma¨lleen yhden maalijou-
kon alkion.
4. Funktio liitta¨a¨ jokaiseen muuttujan arvoon yhden tarkalleen ma¨a¨ra¨tyn funk-
tion arvon.
Riippuvuusrelaatio:
1. Funktio kuvaa riippuvuutta.
2. Kaksi suuretta voivat riippua toisistaan siten, etta¨ toisen arvo voidaan laskea,
kun toisen arvo tunnetaan.
3. Funktion arvo riippuu muuttujan arvosta.
4. Funktio kuvaa kahden suureen va¨lista¨ yhteytta¨.
Sa¨a¨nto¨:
1. Funktiota ei voida aina ilmaista matemaattisesti, mutta tietyn sa¨a¨nno¨n avulla
pystyta¨a¨n pa¨a¨ttelema¨a¨n funktion arvo.
2. Funktiota voidaan havainnollistaa ”funktiokoneella”.
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3. Funktio tarkoittaa sa¨a¨nto¨a¨, jolla muuttujasta saadaan funktion arvo.
4. Kahden suureen va¨lista¨ sa¨a¨nno¨nmukaista riippuvuutta kutsutaan funktioksi.
Kaava:
1. Funktio on matemaattinen esitystapa kahden suureen va¨liselle yhteydelle.
2. Funktio ma¨a¨ritella¨a¨n antamalla funktion lauseke.
3. Jos suureen arvo saadaan laskettua toisesta suureesta matemaattisten lasku-
toimitusten avulla, ta¨ta¨ laskusa¨a¨nto¨a¨ sanotaan funktion lausekkeeksi.
4. Funktio on kaava, algebrallinen lauseke tai yhta¨lo¨.
Operaatio:
1. Muuttujan arvoa operoimalla saadaan funktion arvo.
2. Funktio on operaatio.
3. Funktio ”tekee” muuttujalle jotain saadakseen funktion arvon.
4. Funktio on toimenpide, jolla annetuista arvoista saadaan tietyin edellytyksin
funktion arvot.
Representaatio:
1. Funktio voidaan ma¨a¨ritella¨ graafisen kuvaajan avulla.
2. Funktio voidaan ma¨a¨ritella¨ sen yhden esitystavan (kuten graafisen tai symbo-
lisen) avulla.
3. Funktio voidaan ma¨a¨ritella¨ sanallisesti.
4. Funktio voidaan ma¨a¨ritella¨ muuttujan arvoista ja niita¨ vastaavien funktion ar-
voista kootun taulukon avulla.
Viimeisena¨ kyselylomakkeessa oli avoin tehta¨va¨, jossa pyydettiin antamaan esi-
merkki, mita¨ opettaja haluaisi oppilaan vastaavan kysymykseen: ”Mika¨ on funktio?”
Avoimen kysymyksen tarkoitus oli kera¨ta¨ mahdollisesti muita funktion ka¨sitteeseen
liittyvia¨ asioita ja huomioita kuin va¨itta¨missa¨. Koska verkkokyselyssa¨ ei pysty vas-
taamaan kuin vastauksille tarkoitetuille paikoille, on tutkimuksessa hyva¨ olla avoi-
mia tehta¨via¨, joihin vastaaja saa antaa huomioita, perusteluita ja selityksia¨, mika¨li
haluaa.
Ta¨ssa¨ kyselylomakkeessa kaikki vastauskohdat olivat vapaavalintaisia, jotta ky-
selyn ta¨ytta¨minen olisi mahdollisimman yksinkertaista ja helppoa. Va¨itta¨missa¨ tyh-
jiksi ja¨a¨neet kohdat tulkitaan ”en osaa sanoa”, jolloin ne ja¨a¨va¨t pois tuloksista.
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8. KYSELYTUTKIMUKSEN TULOKSET
Ta¨ssa¨ luvussa esitella¨a¨n ensin kyselyyn vastanneiden opettajien taustatietoja. Sitten
vastataan tutkimuskysymyksiin 3–5. Lopuksi arvioidaan tutkimuksen luotettavuut-
ta.
8.1 Taustatiedot
Kyselyn alussa kysyttiin taustatietoja opettajista. Kyselyyn vastasi yhteensa¨ 96
opettajaa vastausprosentin ollen 28,7 %. Tutkimukseen mukaan hyva¨ksyttiin vain
kaikki kyselyn valmiiksi saattaneet 79 vastausta. Na¨ista¨ viela¨ yksi vastaus poistettiin
puutteellisten vastausten vuoksi. Yhteensa¨ otos kattaa siis 78 vastausta.
Vastanneista opettajista 55,1 % (n = 43) on miehia¨ ja 44,9 % (n = 35) on naisia.
Opettajien opetusvuosien jakauma on esitetty kuvassa 8.1.
Kuva 8.1: Opettajien opetusvuosien jakauma
Opettajilta kysyttiin koulutus avoimena kysymyksena¨. Opettajista 65,4 % (n =
51) on koulutukseltaan filosofian maistereita (FM) ja 23,1 % (n = 18) on diplomi-
insino¨o¨reja¨ (DI), joilla oli useimmiten mainittu vastauksessa erikseen pedagogiset
opinnot. Muita koulutuksia on 9,0 % (n = 7) ja tyhja¨ksi kohdan ja¨tti 2,6 % (n = 2).
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Kyselylomakkeessa kysyttiin, milla¨ luokilla opettaja opettaa tai on opettanut ma-
tematiikkaa. Opettajista 73,1 % opettaa 7.-9. luokilla, 37,2 % lukion lyhytta¨ mate-
matiikkaa ja 39,7 % lukion pitka¨a¨ matematiikkaa. Vastanneet ryhmiteltiin tarkem-
min luokkatasojen mukaan ja tulokset ovat taulukossa 8.1.
Taulukko 8.1: Opettajien opettamat luokkatasot
Luokkataso Vastanneet Prosenttiosuus
n (%)
7.-9. lk 39 50,0
Lyhyt mat. 2 2,6
Pitka¨ mat. 6 7,7
7.-9. lk & lyhyt mat. 6 7,7
7.-9. lk & pitka¨ mat. 4 5,1
7.-9. lk & lyhyt mat. & pitka¨ mat. 8 10,3
lyhyt mat. & pitka¨ mat. 8 16,7
Kyselylomakkeessa ei ollut mahdollista vastata erikseen eri luokkatasoille sopi-
via vastauksia. Opettajat, jotka opettavat seka¨ yla¨koulussa etta¨ lukiossa, vastasivat
parhaaksi katsomallaan tavalla va¨itta¨miin. Vain kaksi opettajaa ja¨tti ta¨sta¨ syysta¨
vastaamatta tai vastasi ”en osaa sanoa” useampiin kohtiin funktion ka¨sitetta¨ koske-
vissa va¨itta¨missa¨ perustellen ta¨ma¨n viimeisessa¨ avoimessa tehta¨va¨ssa¨.
Ta¨ssa¨ tutkimuksessa otetaan tutkittaviksi ryhmiksi pelka¨sta¨a¨n yla¨koulussa opet-
tavat ja muut, joihin kuuluu siis lukiossa opettavat seka¨ yla¨koulussa etta¨ lukiossa
opettavat. Ta¨llo¨in kumpikin tutkittava ryhma¨ on yhta¨ suuri (n = 39).
Vertaillaan taustatietoja Opetushallituksen teetta¨ma¨n valtakunnallisen vuoden
2011 matematiikan oppimistuloksia koskevan raportin [12] opettajien taustatietoi-
hin. Raportissa tutkitut matematiikan opettajat opettavat ainakin yla¨koulussa, mut-
ta raportissa ei kerrota, kuinka suuri osa heista¨ opettaa myo¨s lukiossa. Ta¨ssa¨ kyse-
lytutkimuksessa on seka¨ peruskoulussa etta¨ lukiossa opettavia opettajia. Raportissa
opettajista 58,5 % oli naisia ja 41,5 % miehia¨. Ta¨ssa¨ tutkimuksessa vastanneista
hieman yli puolet (55,1 %) on miehia¨. Ero miesten ja naisten ma¨a¨rissa¨ raportissa
ja ta¨ssa¨ tutkimuksessa on 13,6 prosenttiyksikko¨a¨. Raportissa koulutukseltaan filoso-
fian maistereita (FM) tai kandidaatteja (FK) oli 68 %, mita¨ la¨hella¨ on myo¨s ta¨ha¨n
kyselytutkimukseen vastanneiden filosofian maistereiden ma¨a¨ra¨ (65,4 %).
Opetusvuosien ma¨a¨ria¨ ei voida suoraan vertailla, koska ne ovat mitattu eri ta-
voin. Alle viisi vuotta opettaneita opettajia oli raportissa hieman vajaa 20 % ja
ta¨ssa¨ kyselytutkimuksessa eninta¨a¨n viisi vuotta opettaneita opettajia on 19,2 %. Yli
10 vuotta opettaneita opettajia oli raportissa noin kaksi kolmasosaa eli noin 67 % ja
ta¨ssa¨ tutkimuksessa heida¨n osuus on 55,1 %. Raportissa opettaja oli opettanut kes-
kima¨a¨rin 16 tyo¨vuotta ja ta¨ssa¨ tutkimuksessa keskima¨a¨ra¨inen vastaaja on opettanut
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11-20 vuotta.
Opettajien taustatietoja vertailemalla voidaan todeta, etta¨ ta¨ma¨n tutkimuksen
otoksen muodostavat opettajat ovat samansuuntainen ryhma¨ kuin matematiikan
opettajat valtakunnallisesti. Ta¨ma¨n tutkimuksen tuloksia voidaan pita¨a¨ va¨hinta¨a¨n-
kin suuntaa antavina myo¨s valtakunnallisesti.
8.2 Opetuksen la¨hto¨kohdat
Merkitsevyyden tutkiminen: Ennen merkitsevyystestien ka¨ytta¨mista¨ tutkitaan,
ovatko opetuksen la¨hto¨kohdan muuttujat jakautuneet normaalisti. Testina¨ ka¨yte-
ta¨a¨n Kolmogorov-Smirnovin testia¨ Lillieforsin testin oletuksin. Mika¨a¨n opetuksen
la¨hto¨kohtia mittaava muuttuja ei ole normaalijakautunut 0,1 % riskitasolla.
Tutkitaan eroaako opetuksen la¨hto¨kohdat toisistaan yla¨koulun ja lukion opet-
tajilla. Erojen merkitsevyytta¨ tutkitaan Mann-Whitney-testilla¨, jonka p-arvot on
esitetty liitteessa¨ E. Yla¨koulun ja lukion opettajien la¨hto¨kohdissa suunnitella ope-
tusta ei havaita juurikaan eroja. Lukion opettajilla painottui ylioppilaskirjoitusten
huomioiminen tilastollisesti merkitseva¨sti enemma¨n kuin yla¨koulun opettajilla.
Kuva 8.2: Opetuksen suunnittelun la¨hto¨kohdat asteikolla ”en lainkaan”, ”va¨ha¨n”, ”jonkin
verran”, ”usein”, ”aina”.
Frekvenssit ja prosenttiosuudet on esitetty tarkemmin liitteessa¨ D.
Ta¨rkeimma¨ksi opetuksen suunnitteluun vaikuttavaksi tekija¨ksi tutkimuksessa nou-
see oppilailla ka¨yto¨ssa¨ oleva oppikirja (Md = 4). Jopa 87 % opettajista pita¨a¨ ka¨y-
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tetta¨va¨a¨ oppikirjaa usein tai aina opetuksen suunnittelussa. Ta¨ma¨ tulos tukee aiem-
pia tutkimuksia, joissa oppikirjan merkitys opetuksen suunnittelussa korostuu. Sen
sijaan opettajat ka¨ytta¨va¨t jotakin toista oppikirjaa oppilailla olevan oppikirjan rin-
nalla vain jonkin verran (Md = 3). Ei lainkaan ja aina toista oppikirjaa ka¨ytta¨via¨
opettajia on va¨ha¨n, yhteensa¨ alle 14 % vastanneista.
Valtakunnallista ja koulukohtaista opetussuunnitelmaa pideta¨a¨n ta¨rkea¨na¨ asia-
na opetuksen yhdenmukaisuuden takaamiseksi valtakunnallisesti kaikille oppilaille.
Opetussuunnitelmien ka¨ytto¨ opetuksen suunnittelussa on kyselyn perusteella mel-
ko tasaisesti jakautunut kaikille vastausvaihtoehdoille. Opetussuunnitelmia ei ka¨y-
ta¨ lainkaan tai ka¨ytta¨a¨ va¨ha¨n noin 40 % vastanneista, mita¨ voidaan pita¨a¨ suure-
na ryhma¨na¨ opettajista. Hieman ta¨ta¨ suurempi ryhma¨ opettajista pita¨a¨ kuitenkin
opetussuunnitelmia (valtakunnallista opetussuunnitelmaa 44,7 % ja koulukohtaista
opetussuunnitelmaa 40,5 %) usein tai aina opetuksen suunnittelussa mukana. Nai-
sopettajat suunnittelevat opetustaan tilastollisesti merkitseva¨sti enemma¨n seka¨ val-
takunnallisen etta¨ koulukohtaisen opetussuunnitelman mukaan kuin miesopettajat.
Kuva 8.3: Opetuksen suunnittelun la¨hto¨kohdat opetettavan luokkatason mukaan jaettuna
Kirjallisesta materiaalista opettajan opasta ka¨yteta¨a¨n mielummin harvoin kuin
usein. Nelja¨sosa opettajista ei ka¨yta¨ opettajan opasta lainkaan. Lukion opettajat
ka¨ytta¨va¨t opettajan opasta harvemmin kuin yla¨koulun opettajat, mutta ero ei ole
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tilastollisesti merkitseva¨.
Kollegoiden ideoita opetuksessa ka¨yteta¨a¨n jonkin verran (40,3 %) tai usein (33,8
%). Sen sijaan omat kokemukset nousivat tutkimuksessa erityisesti esille. Seka¨ yla¨-
koulun (Md = 4) etta¨ lukion (Md = 5) opettajat suunnittelevat opetusta vahvasti
omien kokemustensa avulla. Lukion opettajilla omat kokemukset korostuivat erityi-
sesti. Lukion opettajista la¨hes 72 % suunnittelee aina ja 23 % usein opetustaan
omien kokemuksien pohjalta. Huomattavaa on myo¨s, etta¨ yksika¨a¨n opettaja ei vas-
tannut, ettei ka¨yta¨ opetuksessa lainkaan tai vain va¨ha¨n omia kokemuksia apuna.
Yla¨koulun opettajilla omat kokemukset eiva¨t korostu yhta¨ paljon kuin lukion opet-
tajilla. Yla¨koulun opettajillakin 46 % opettajista suunnittelee aina ja 41 % usein
opetustaan omia kokemuksia hyo¨dynta¨en. Ero yla¨koulun ja lukion opettajien va¨lilla¨
on tilastollisesti merkitseva¨.
Kuva 8.4: Opettajien omien kokemusten merkitys opetuksen suunnittelussa jaoteltuna
opetettavan luokkatason mukaan.
Ylioppilaskokeisiin liittyvien kysymysten (tehta¨va¨tyypit ja vaatimukset) kohdal-
la ero yla¨koulun ja lukion opettajilla on tilastollisesti merkitseva¨. Lukion opetta-
jat ymma¨rretta¨va¨sti suunnittelevat opetustaan huomioiden ylioppilaskokeiden vaa-
timukset ja tehta¨va¨tyypit. Opetuksen suunnittelussa 53,0 % opettajista ka¨ytta¨a¨ aina
tai usein ja 35,3 % jonkin verran ylioppilaskokeiden vaatimuksia. Ylioppilaskokeiden
vaatimuksiin verrattuna lukion opettajat ka¨ytta¨va¨t hieman va¨hemma¨n opetuksen
suunnitteluun ylioppilaskokeiden tehta¨va¨tyyppeja¨, joita 44,5 % opettajista vastaa
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ka¨ytta¨va¨nsa¨ aina tai usein ja 33,3 % jonkin verran. Yla¨koulun opettajista noin 91 %
ei ka¨yta¨ lainkaan tai ka¨ytta¨a¨ vain va¨ha¨n opetuksen suunnitteluun ylioppilaskokei-
den vaatimuksia tai tehta¨va¨tyyppeja¨. Yla¨koulun opettajissa ainoana erona on, etta¨
ylioppilaskokeiden vaatimuksia ei lainkaan ka¨ytta¨via¨ on enemma¨n kuin vastaavaa
ryhma¨a¨ tutkittaessa ylioppilaskokeiden tehta¨va¨tyyppeja¨.
Kyselyssa¨ sai ta¨ydenta¨a¨ avoimena kymyksena¨, mita¨ muuta kuin mainittuja asioi-
ta opettaja ka¨ytta¨a¨ opetuksen suunnittelussa. Vastauksia tuli yhteensa¨ 13. Vas-
tauksista suurin osa viittasi internetissa¨ olevaan materiaaliin, oppimisympa¨risto¨ihin
ja videoihin tai tietokoneohjelmiin kuten GeoGebra ja Excel. Kaksi vastanneista
opettajista on itse tuottanut materiaalia internetiin. Myo¨s kirjallisia la¨hteita¨ kuten
lehdesta¨ lo¨ytyvia¨ artikkeleja voidaan ka¨ytta¨a¨ opetuksen suunnittelussa.
Jotain muuta kuin valmiiksi annettuja vaihtoehtoja opetuksen suunnittelussa ei
ka¨yta¨ kuitenkaan lainkaan la¨hes puolet vastanneista. Aina tai usein jotain muuta
vastasi ka¨ytta¨va¨nsa¨ alle 20 % vastanneista. Vastausten ma¨a¨ra¨ ja¨i kysymyksessa¨ myo¨s
alhaiseksi.
Oppikirjasarjat: Suosituimmat oppikirjasarjat yla¨koulussa ovat vastausten pe-
rusteella Pii 38,9 %, Laskutaito 22,2 % ja Kuutio 18,5 %. Muita ka¨yto¨ssa¨ olevia
kirjasarjoja ovat Kartio (11,1 %), Kolmio (5,6 %) ja Pointti (3,7 %). Lukion pitka¨n
matematiikassa suosituimmat oppikirjat ovat Pyramidi 52,0 % ja Pitka¨ matema-
tiikka 44,0 %. Kyselyssa¨ mainittiin myo¨s Calculus ja Matematiikan taito. Kahdessa
vastauksessa oli mainittu, etta¨ ka¨yto¨ssa¨ on useampia eri oppikirjoja. Lukion lyhyen
matematiikan suosituin oppikirjasarja on Lyhyt matikka (64,7 %) ja muista oppi-
kirjoista oli mainittu Sigma ja Variaabeli.
Oppikirjojen suosituimmuudesta maanlaajuisesti tai edes Pirkanmaalla on mah-
doton veta¨a¨ johtopa¨a¨to¨ksia¨, koska kyselyyn vastasi useita opettajia samoista kou-
luista, jolloin kyseisilla¨ kouluilla ka¨yto¨ssa¨ olevat oppikirjat painottuivat enemma¨n.
Todellisen tuloksen saamiseksi yhdesta¨ koulusta pita¨isi hyva¨ksya¨ vain yksi vastaus,
mika¨ ei ta¨ssa¨ tutkimuksessa kera¨tyilla¨ tiedoilla ole mahdollista. Ta¨llo¨in tutkimukses-
sa tulisi olla riitta¨va¨sti kouluja mukana. Tuloksia voidaan pita¨a¨ kuitenkin suuntaa
antavina suosituimpien oppikirjasarjojen osalta.
8.3 Opettajien funktioka¨sitys
Kyselylomakkeen kolmas osio mittaa, mita¨ opettajat pita¨va¨t ta¨rkea¨na¨ funktion ka¨-
sitteen opetuksen kannalta. Va¨itta¨mia¨ oli kutakin funktioka¨sityluokkaa (vastaavuus,
riippuvuusrelaatio, sa¨a¨nto¨, kaava, operaatio ja representaatio) kohti nelja¨. Kootaan
kunkin luokan nelja¨ va¨itta¨ma¨a¨ yhteiseksi summamuuttujaksi, jolla operoidaan jat-
kossa. Va¨itta¨ma¨t eri luokkiin on rakennettu itse. Tutkitaan, mittaavatko nelja¨ va¨itta¨-
ma¨a¨ samaa asiaa, laskemalla summamuuttujille reliabiliteettikerroin eli Cronbachin
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alfa.
Taulukko 8.2: Eri funktioka¨sitysluokkien Cronbachin alfan arvot ja alfan arvot, jos kysei-
nen va¨itta¨ma¨ ja¨teta¨a¨n pois luokasta.
Luokka 1 2 3 4 α
Vastaavuus 0,876 0,720 0,666 0,755 0,813
Riippuvuusrelaatio 0,547 0,557 0,611 0,459 0,616
Sa¨a¨nto¨ 0,550 0,501 0,450 0,454 0,562
Kaava 0,478 0,536 0,442 0,600 0,588
Operaatio 0,578 0,600 0,637 0,594 0,669
Representaatio 0,552 0,580 0,661 0,633 0,674
Pideta¨a¨n alfan arvoa 0,60 alimpana hyva¨ksytta¨va¨na¨ alfan arvona. Ma¨a¨ritetyista¨
Cronbachin alfan arvoista huomataan, etta¨ luokat kaava ja sa¨a¨nto¨ ja¨a¨va¨t hyva¨ksyt-
ta¨va¨n alfan rajan alle. Vastaavuus-luokan alfan arvoa 0,813 voidaan pita¨a¨ eritta¨in
hyva¨na¨. Taulukkoon 8.2 on kirjattu, mika¨ alfan arvo saataisiin, jos kyseinen va¨it-
ta¨ma¨ ja¨teta¨a¨n tutkimuksesta pois. Vastaavuus-luokan ensimma¨isen va¨itta¨ma¨n ja
kaava-luokan nelja¨nnen va¨itta¨ma¨n ja¨tta¨minen pois kasvattaisi alfan arvoa. Suoraan
ei voida kuitenkaan olettaa, etta¨ va¨itta¨ma¨ on huono tai se ei ole sopiva kyseiseen
luokkaan. Va¨itta¨ma¨ voi olla heikosti erotteleva eli va¨itta¨ma¨a¨n on vastattu samal-
la tavalla. Vastaavuus-luokan alfan arvo on jo riitta¨va¨n korkea, joten ensimma¨isen
va¨itta¨ma¨n ja¨tta¨misella¨ pois ei olisi ka¨yta¨nno¨n merkitysta¨.
Kaava-luokan nelja¨s va¨itta¨ma¨ on: ”Funktio on kaava, algebrallinen lauseke tai
yhta¨lo¨.” Va¨itta¨ma¨n mediaani on 3, ja 39,5 % on vastannut keskimma¨iseen eli kol-
manteen vaihtoehtoon. Va¨itta¨ma¨ ei ole kovin erotteleva eika¨ sita¨ ole pidetty erityisen
ta¨rkea¨na¨ eika¨ erityisen merkityksetto¨ma¨na¨ opetuksen kannalta. Sisa¨llo¨llisesti va¨it-
ta¨ma¨ kuvaa kaava-luokkaa hyvin ja pideta¨a¨n va¨itta¨ma¨ siksi tutkimuksessa mukana.
Mika¨li va¨itta¨ma¨ olisi ja¨tetty pois, alfan arvo olisi kasvanut alimpaan hyva¨ksytta¨va¨a¨n
alfan arvoon, mutta muutos olisi kuitenkin pieni.
Sa¨a¨nto¨-luokan alfan arvo ja¨a¨ alle hyva¨ksytta¨va¨n alfan arvon, mika¨ tarkoittaa, etta¨
mittari ei ole luotettava. Mita¨ va¨hemma¨n mittarissa on muuttujia, sita¨ pienempi on
todenna¨ko¨isesti alfan arvo. Toisin sanoen mita¨ enemma¨n mittarissa on samaa asiaa
testaavia muuttujia, sita¨ luotettavampi tulos on. Summamuuttujaksi yhdistettiin
ta¨ssa¨ tutkimuksessa vain nelja¨ muuttujaa, joten pieni alfan arvo on ymma¨rretta¨vissa¨.
Sa¨a¨nto¨-luokkaa voidaan pita¨a¨ va¨hinta¨a¨nkin suuntaa-antavana, vaikka alfan arvo ja¨i
matalaksi.
Yksitta¨isista¨ va¨itta¨mista¨ opettajien mielesta¨ ta¨rkeimma¨t ovat ”Funktion arvo riip-
puu muuttujan arvosta.” ja ”Funktio tarkoittaa sa¨a¨nto¨a¨, jolla muuttujasta saadaan
funktion arvo.”. Ensimma¨ista¨ va¨itta¨ma¨a¨ pita¨a¨ eritta¨in ta¨rkea¨na¨ jopa 53,85 % opet-
tajista ja melko ta¨rkea¨na¨ 30,77 %. Toista va¨itta¨ma¨a¨ pita¨a¨ eritta¨in ta¨rkea¨na¨ 38,96 %
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opettajista ja melko ta¨rkea¨na¨ 40,26 %. Va¨itta¨ma¨a¨ ”Funktio kuvaa riippuvuutta.”
yksika¨a¨n opettaja ei pita¨nyt merkityksetto¨ma¨na¨ (ei lainkaan ta¨rkea¨na¨) ja 70,67 %
opettajista pita¨a¨ va¨itta¨ma¨a¨ melko tai eritta¨in ta¨rkea¨na¨. Ta¨ma¨ oli ainoa va¨itta¨ma¨,
jota yksika¨a¨n opettaja ei pita¨nyt merkityksetto¨ma¨na¨ funktion ka¨sitteen opetuksen
kannalta.
Va¨hiten ta¨rkein va¨itta¨ma¨ opettajien mielesta¨ on ”Funktio on operaatio.”, jota
20,51 % opettajista pita¨a¨ merkityksetto¨ma¨na¨ ja 30,77 % vain hieman ta¨rkea¨na¨. Myo¨s
va¨itta¨ma¨a¨ ”Funktio on kahden joukon alkioiden va¨linen vastaavuus siten, etta¨ kuta-
kin ensimma¨isen joukon alkiota vastaa ta¨sma¨lleen yksi ja¨lkimma¨isen joukon alkio.”
ei pideta¨ ta¨rkea¨na¨, silla¨ 24,36 % opettajista pita¨a¨ va¨itta¨ma¨a¨ ei lainkaan ta¨rkea¨na¨.
Kuitenkin lukion opettajista vain 4,76 % ei pida¨ va¨itta¨ma¨a¨ lainkaan ta¨rkena¨.
Summamuuttujat: Ka¨yda¨a¨n la¨pi funktioka¨sitykseen liittyva¨ aineisto summa-
muuttujien avulla.
Kuva 8.5: Opettajien vastaukset funktioka¨sitysluokkiin asteikolla ”ei lainkaan ta¨rkea¨”, ”hie-
man ta¨rkea¨”, ”jonkin verran ta¨rkea¨”, ”melko ta¨rkea¨”, ”eritta¨in ta¨rkea¨”.
Vastaavuus-luokkaan kuuluvat asiat ovat kokonaisuutena jonkin verran ta¨rkea¨
funktion ka¨sitteen opetuksessa. Lukion opettajille funktion ymma¨rta¨minen vastaa-
vuutena on tilastollisesti merkitseva¨sti ta¨rkea¨mpa¨a¨ kuin yla¨koulun opettajille. Melko
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tai eritta¨in ta¨rkea¨na¨ vastaavuutta funktion ka¨sitteen opetuksessa pita¨a¨ 56,4 % lukion
opettajista ja vain 17,9 % yla¨koulun opettajista. Huomattavaa on myo¨s, etta¨ 5,1 %
opettajista ei pida¨ funktion ymma¨rta¨mista¨ vastaavutena lainkaan ta¨rkea¨na¨. Myo¨s
opettajan opetusvuosien ma¨a¨ra¨ vaikuttaa vastaavuuden ta¨rkeyteen. Alle 2 vuotta
opettaneet opettajat eiva¨t pida¨ vastaavuutta ta¨rkea¨na¨ ja yli 20 vuotta opettaneet
pita¨va¨t vastaavuutta ta¨rkea¨na¨. Ero on tilastollisesti merkitseva¨.
Spearmanin ja¨rjestyskorrelaatiokertoimien perusteella vastaavuus-luokka ei korre-
loi muiden luokkien kanssa. Ta¨ma¨ erottaa vastaavuus-luokan muista luokista ja tar-
koittaa, etta¨ opettajat ovat vastaneet vastaavuus-luokan va¨itta¨miin eri tavalla kuin
muiden luokkien va¨itta¨miin. Muiden luokkien va¨lilla¨ korrelaatiot ovat p-arvojen pe-
rusteella 1 % riskistasolla tilastollisesti merkitsevia¨. Korrelaatiot ovat positiivisia
eli eri luokkiin liittyviin va¨itta¨miin on vastattu samansuuntaisesti. Korrelaatiot on
esitetty liitteessa¨ F.
Kuva 8.6: Vastaavuus-luokan vastausten jakautuminen jaoteltuna opetettavan luokkatason
mukaan.
Funktiota riippuvuusrelaationa koetaan melko ta¨rkea¨ksi (Md = 4). 80,7 % opet-
tajista pita¨a¨ funktiota riippuvuusrelaationa melko tai eritta¨in ta¨rkea¨na¨ ja 98,6 %
va¨hinta¨a¨n jonkin verran ta¨rkea¨na¨. Ta¨ma¨ nousi opettajien mielesta¨ ta¨rkeimma¨ksi
funktioka¨sitysluokaksi.
Funktio sa¨a¨nto¨na¨ koetaan jonkin verran ta¨rkea¨ksi. 85,9 % opettajista pita¨a¨ funk-
tiota sa¨a¨nto¨na¨ jonkin verran tai melko ta¨rkea¨na¨.
La¨hes puolet (49,4 %) opettajista pita¨a¨ funktion merkinta¨a¨ kaavana melko ta¨r-
kea¨na¨. Kaava-luokka testaa funktion merkinta¨tavan ta¨rkeytta¨ opetuksessa ja tulos
osoittaa, etta¨ merkinta¨a¨ pideta¨a¨n jonkin verran tai melko ta¨rkea¨na¨. Kuitenkin esi-
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merkiksi funktion ymma¨rta¨minen riippuvuutena on ta¨rkea¨mpa¨a¨ kuin merkinta¨ kaa-
vana.
Sen sijaan funktio operaationa koetaan vain jonkin verran ta¨rkea¨ksi ja se ja¨a¨ tut-
kimuksessa vastaavuuden lisa¨ksi muista luokista olemalla niita¨ merkityksetto¨ma¨mpi
opetuksessa. Representaatiot eli funktion eri esitystavat koettiin jonkin verran tai
melko ta¨rkeiksi (yhteensa¨ 76,9 %).
Opettajat ovat vastanneet vastaavuus-luokkaa lukuunottamatta hyvin samalla
tavalla eri luokkien va¨itta¨miin. Tilastollisesti merkitsevia¨ eroja muiden luokkien va¨-
lille ei tutkimuksessa saada. Sukupuoli, opettajan opetusvuodet tai opetettava luok-
kataso eiva¨t vaikuta merkitseva¨sti opettajien vastauksiin vastaavuus-luokan poik-
keusta lukuunottamatta. Merkitsevyystestit ovat esitetty liitteessa¨ E. Vastausten
mediaanit vaihtelevat vaihtoehtojen ”jonkin verran ta¨rkea¨” ja ”melko ta¨rkea¨” va¨lilla¨.
Mediaanien perusteella funktion ymma¨rta¨minen riippuvuutena, sa¨a¨nto¨na¨ ja kaava-
na on yleisempa¨a¨ kuin funktion ymma¨rta¨minen vastaavuutena, operaationa tai eri
representaatioiden kautta.
Avoimen kysymyksen ”Mika¨ on funktio?” vastaukset Viimeisessa¨ eli avoi-
messa tehta¨va¨ssa¨ kysyttiin, mita¨ opettajat haluaisivat oppilaidensa vastaavan ky-
symykseen: ”Mika¨ on funktio?” Kysymykseen vastasi 61 opettajaa. Osa opettajista
vastasi kysymykseen tarkasti, osa hyvin epa¨tarkasti ja jotkut perustelivat avoimeen
tilaan vastauksiaan kyselyn aiempiin kohtiin.
Tehta¨va¨nannon perusteella kysymyksessa¨ ei mitata opettajien funktion ka¨sitteen
ymma¨rta¨mista¨ vaan mita¨ he pita¨va¨t ta¨rkea¨na¨ oppilaiden oppia. Esimerkiksi korkeas-
ti koulutetun opettajan oman aineenhallinnan ja sita¨ kautta funktioka¨sityksen tulee
olla eri tasolla kuin mita¨ osaamista vaaditaan peruskoulun oppilaalta.
Pa¨a¨asiassa opettajien antamat vastauksiin liittyva¨t funktiota kuvaavina sanat
”sa¨a¨nto¨” ja ”riippuvuus”. Na¨issa¨ vastauksissa useimmiten funktio kuvataan sa¨a¨n-
no¨nmukaisena riippuvuutena. Myo¨s funktion arvon laskeminen muuttujan arvosta
nousee vastauksissa esille.
”Funktio on sa¨a¨nto¨, joka kertoo, miten muuttujan arvosta saadaan funk-
tion arvo.” (yla¨koulun opettaja)
”Sa¨a¨nto¨, joka kertoo, mita¨ laskutoimituksia muuttujalle pita¨a¨ tehda¨.” (lu-
kion opettaja)
”Sa¨a¨nto¨, joka tekee jokaiselle ma¨a¨rittelyjoukon ja¨senelle jotain yksika¨sit-
teisesti.” (lukion opettaja)
”Funktio on sa¨a¨nto¨, joka ilmaisee kahden (tai useamman) asian x ja y
va¨lisen matemaattisen riippuvuuden.” (yla¨koulun ja lukion opettaja)
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Funktiosta on mainintoja laskutoimituksena seka¨ funktion graafisesta esityksesta¨.
Funktion ma¨a¨ritelma¨ vastaavuutena tai kuvauksena nousee esille aineistosta. Monet
funktion kuvauksena ma¨a¨ritteleva¨t opettajat ovat ottaneet vastauksensa sanatarkas-
ti edellisen kyselyosion va¨itta¨mista¨. Myo¨s muissa vastauksissa ta¨llainen va¨itta¨mien
kopioiminen oli yleista¨. Opettajien vapaamuotoisia vastauksia funktiosta vastaavuu-
tena ovat esimerkiksi:
”Funktio kuvaa jokaisen ma¨a¨rittelyjoukon alkion ta¨sma¨lleen yhdelle maa-
lijoukon alkiolle.” (pitka¨n matematiikan opettaja)
”Funktiolla kuvataan ma¨a¨rittelyjoukon alkiot arvojoukon alkioksi.” (yla¨-
koulun ja lukion opettaja)
”Funktio on kuvaus, joka on muuttujan arvon ja funktion arvon va¨lissa¨.”
(yla¨koulun ja lukion opettaja)
”Jonkinlainen sa¨a¨nto¨, joka liitta¨a¨ joukon toiseen.” (pitka¨n matematiikan
opettaja)
Joillekin opettajille riitta¨a¨, etta¨ oppilas osaa antaa esimerkin funktiosta. Pelka¨n
esimerkin antaminen ei kuitenkaan kerro, miten oppilas ymma¨rta¨a¨ funktion ka¨sit-
teen. Oppilas on voinut opetella yksitta¨isen esimerkin ulkoa. Sen sijaan muulla tavoin
omin sanoin selitta¨en vastauksesta voi tulkita paremmin, onko oppilas ymma¨rta¨nyt
ka¨sitteen oikein.
”Se [funktio] on sa¨a¨nto¨, joka kuvaa riippuvuutta. Esimerkiksi irtokarkki-
pussin hinta riippuu karkkien ma¨a¨ra¨sta¨, jolloin hinta on karkkima¨a¨ra¨n
funktio.” (yla¨koulun ja lyhyen matematiikan opettaja)
”Funktio kertoo esimerkiksi populaation koon tietylla¨ hetkella¨.” (lukion
opettaja)
”Pyyda¨n opiskelijoita selitta¨ma¨a¨n funktioka¨sitetta¨ jonkun esimerkin avul-
la tai graafisesti, mista¨ tunnistaa funktion.” (pitka¨n matematiikan opet-
taja)
”Odotan oppilaiden/opiskelijoiden selitta¨va¨n ka¨sitteen funktio omin sa-
noin ilman oppikirjama¨a¨ritelma¨n ulkoa muistamista.” (yla¨koulun ja pit-
ka¨n matematiikan opettaja)
Myo¨s ”funktiokoneeseen” liittyvia¨ sanamuotoja lo¨ytyy opettajien vastauksista:
”Kun funktioon syo¨teta¨a¨n jokin luku... (yla¨koulun opettaja)
”Kun funktioon (”funktiokoneeseen”) syo¨teta¨a¨n muuttuja, se tyo¨sta¨a¨ sen
ja antaa tulosteeksi (funktion) arvon.” (peruskoulun ja lyhyen matema-
tiikan opettaja)
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”Funktion on toiminto tai kuvaus, se noudattaa tiettya¨ sa¨a¨nto¨a¨, jolla
jokaiselle syo¨tteelle saadaan tuloste.” (yla¨koulun opettaja)
Yksi opettaja ottaa esille ”funktiokoneen”tuomat ongelmat oikean funktion ka¨sit-
teen muodostamisen kannalta. Myo¨s toisella opettajalla on samansuuntainen ajatus
funktiosta.
”Oppilaat saavat siita¨ [funktiokoneesta] ka¨sityksen, etta¨ funktio muuttaa
muuttujan x arvon y:n arvoksi. Na¨in he menetta¨va¨t ka¨sityksen ka¨a¨nteis-
funktiosta. ... On vaikea selvitta¨a¨, kuinka kampea ka¨a¨nta¨en lihapalasta
syntyy jauhelihaa, joka palautuu ka¨a¨nta¨ma¨lla¨ kampea toiseen suuntaan
lihapalaksi. Funktio on ennemminkin rakkaus (sen avulla lo¨ydeta¨a¨n ka-
veri) ja todellinen rakkausfunktio on bijektio. Injektion tapauksessa joku
voi ja¨a¨da¨ ilman ja surjektiossa jollain on useampia kavereita. Funktion
avulla lo¨ydeta¨a¨n Romeon kaveriksi Julia eika¨ suinkaan muuteta Romeota
Juliaksi.” (yla¨koulun ja lukion opettaja)
”Funktio on sa¨a¨nto¨, jonka avulla jokaiselle muuttujalle x saadaan ”pa-
ri”/”kaveri” y.” (yla¨koulun opettaja)
Yksi opettaja mainitsee joukko-opin puuttumisen peruskoulun valtakunnallisesta
opetussuunnitelman perusteista. Ta¨ma¨n vuoksi funktiota on mahdotonta ma¨a¨ritel-
la¨ relaationa, minka¨ vuoksi opettajan mielesta¨ ”joutuu tyytyma¨a¨n hyvin heikkoon
ma¨a¨rittelyyn.”
Sanamuodot funktion ka¨sitteen kuvaamiseen ovat useimmissa vastauksissa epa¨-
ta¨sma¨llisia¨. Oppilaiden vastauksina epa¨ta¨sma¨lliset vastaukset ovat ymma¨rretta¨via¨.
Yksi opettaja mainitseekin, etta¨ oppilaat eiva¨t vastaisi ”na¨in ta¨ydellisesti”kuin opet-
taja itse on kysymykseen vastannut. Era¨a¨n lukiossa lyhytta¨ ja pitka¨a¨ matematiikkaa
opettava opettaja pita¨a¨ funktion ka¨sitetta¨ oppilaille hankalana ja funktion tarkas-
telun ja¨a¨va¨n laskennalliselle tasolle. Kuitenkin ha¨n toivoisi oppilaiden ymma¨rta¨va¨n
funktion kahden joukon alkioiden vastaavuutena.
Kyselylomakkeessa kysyttiin kuitenkin, mita¨ opettaja haluaisi oppilaan vastaa-
van. Opettajan epa¨ta¨sma¨llinen vastaaminen tehta¨va¨a¨n voi johtua esimerkiksi kiirees-
ta¨ tai haluttomuudesta pohtia funktion ka¨sitetta¨ tai opetustaan. Toisena voitaisiin
tulkita, etta¨ opettaja ei odota eika¨ edellyta¨ oppilailtakaan ta¨sma¨llista¨ vastausta.
Opetushallituksen teetta¨ma¨ssa¨ raportissa vuonna 2013 [10, s. 97] todettiin yla¨-
koulun matematiikan opettajien pita¨va¨n ta¨rkea¨na¨ opetuksessa ka¨yta¨nno¨nla¨heisyyt-
ta¨, oppilaiden aktiivista pohdintaa ja laskurutiineja. Sen sijaan matemaattinen ta¨s-
ma¨llisyys ei ole yhta¨ ta¨rkea¨a¨. Ta¨ma¨ tutkimus tukee ajatusta, etteiva¨t opettajat pida¨
matemaattista ta¨sma¨llisyytta¨ erityisen ta¨rkea¨na¨.
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8.4 Luotettavuuden arvionti
Tutkimuksen vastausprosentti ja¨i melko alhaiseksi (28, 7%), minka¨ vuoksi tutkimus-
ta voidaan pita¨a¨ suuntaa-antavana. Kuitenkin otos (n = 78) on kohtuullinen, jot-
ta tuloksia voidaan yleista¨a¨. Opettajilta kera¨ttyjen taustatietojen perusteella tutki-
mus voidaa yleista¨a¨ matematiikan opettajiin, koska kyselytutkimukseen osallistuneet
opettajat ovat melko homogeeninen ryhma¨ verrattuna Opetushallituksen valtakun-
nallisen raportin [12] tutkimuksessa mukana olleiden opettajien ryhma¨a¨n.
Kyselyyn vastaamatta ja¨tta¨neet vaikuttavat tutkimuksen luotettavuuteen. Vas-
taamatta ja¨tta¨neet saattavat olla erilainen ryhma¨ kuin vastanneet ja siksi otos ei
va¨ltta¨ma¨tta¨ ole edustava perusjoukkoon na¨hden. Opetusta koskevaan tutkimukseen
saattavat vastata helpommin opettajat, jotka panostavat opetukseen enemma¨n kuin
opettajat, jotka suunnittelevat opetusta va¨hemma¨n. Heikon aineenhallinnan omaa-
vat opettajat saattavat kokea funktion ka¨sitteeseen liittyva¨t va¨itta¨ma¨t hankaliksi ja
ja¨tta¨a¨ siksi vastaamatta.
Tutkimustulokset tukevat teoriaa, minka¨ vuoksi tutkimus vaikuttaa onnistuneel-
ta. Kyselylomake laadittiin teorian ja oppikirja-analyysin pohjalta. Kyselylomake
sisa¨lsi avoimia ja suljettuja kysymyksia¨, mika¨ lisa¨si aineiston monipuolisuutta. Ky-
selylomakkeesta antoi useampi ihminen palautetta ennen kuin se la¨hetettiin tutki-
mukseen osallistuville. Na¨in kyselylomakkeesta tuli riitta¨va¨n selkea¨ ja yksinkertai-
nen.
Tutkimuksessa laskettiin reliabiliteettikertoimet (Cronbachin alfa) summamuut-
tujia muodostettaessa. Summamuuttujien osalta tutkimus on reliaabeli eli yhdis-
tetta¨va¨t summamuuttujat mittaavat samaa asiaa. Muita mahdollisuuksia mitata
reliabiliteettia¨ tutkimuksessa ei ollut.
Kun tutkimusaineisto kera¨ta¨a¨n ihmisilta¨, on mahdollisuus virheellisiin tuloksiin,
vaikka mittarit ja tilastolliset menetelma¨t olisivat luotettavia. Tutkittavien ihmisten
vastauksiin voi vaikuttaa esimerkiksi mieliala ja asenteet, pa¨iva¨ ja aika. Mika¨li otos
on suuri, tulokset ovat myo¨s luotettavampia.
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Tutkimuksen tarkoituksena oli selvitta¨a¨, miten oppikirjat ka¨sitteleva¨t funktion ka¨si-
tetta¨ ja mita¨ opettajat pita¨va¨t ta¨rkea¨na¨ opettaa funktiosta. Jotta tuloksia voidaan
pyrkia¨ vertailemaan, tutkittiin lisa¨ksi, mista¨ la¨hto¨kohdista opettajat suunnittelevat
opetuksensa. Ta¨ssa¨ luvussa tutkimustulokset vedeta¨a¨n yhteen ja tehda¨a¨n johtopa¨a¨-
to¨ksia¨ tutkimuksen pohjalta.
Peruskoulun oppikirjat (Laskutaito, Pii ja Kolmio) ma¨a¨ritteleva¨t funktion sa¨a¨n-
to¨na¨. Ma¨a¨ritelma¨t eiva¨t ole ta¨sma¨llisia¨. Ma¨a¨ritelmissa¨ kuitenkin korostetaan, etta¨
yhta¨ muuttujan arvoa vastaa ta¨sma¨lleen yksi funktion arvo. Varsinaisesti viitteita¨
funktioon relaationa tai kuvauksena ei ole.
Lukion pitka¨n matematiikan oppikirjat (Pyramidi, Calculus ja Laudatur) ma¨a¨rit-
televa¨t funktion kuvauksena. Ma¨a¨ritelma¨t ovat joukko-opillisia, mutta oppikirjoissa
la¨hestymista¨ aiheeseen ei tehda¨ joukko-opin kautta. Joukko-oppi ei kuulu valtakun-
nallisten opetussuunnitelman perusteiden mukaan yla¨koulun eika¨ lukion oppima¨a¨-
ra¨a¨n. Pohjatietojen puuttuminen joukko-opista vaikuttaa mahdollisuuteen ymma¨r-
ta¨a¨ funktiota kuvauksena kovinkaan syva¨llisella¨ tasolla. Lukion oppikirjoissa funk-
tion ma¨a¨ritelma¨ on kuitenkin matemaattisesti pa¨teva¨ ja peruskoulun oppikirjoissa-
kin peruskoulutasolle ymma¨rretta¨va¨, vaikkakin matemaattisesti puutteellinen. Erot
oppikirjojen va¨lilla¨ ovat va¨ha¨isia¨.
Seka¨ peruskoulun etta¨ lukion oppikirjoissa funktio esiteta¨a¨n sa¨a¨nto¨na¨ tai riip-
puvuutena kahden suureen va¨lilla¨. Ainoan poikkeuksen tekee lukion oppikirja Py-
ramidi, joka ma¨a¨rittelee funktion kuvauksena. Funktioka¨sitys Pyramidissa on ma-
temaattisin, ja oppikirjassa tukeudutaan johdonmukaisesti funktion ma¨a¨ritelma¨a¨n
eika¨ pyrita¨ luomaan opiskelijalle mielikuvaa funktiosta muilla keinoin. Pyramidissa
funktio opetetaan osana joukko-oppia, vaikka varsinaisia joukkojen operaatioita tai
relaatiota ei ka¨yda¨ la¨pi.
Oppikirjat Pyramidia lukuunottamatta pyrkiva¨t luomaan mielikuvan funktiosta
sa¨a¨nto¨na¨ tai riippuvuutena. Useimmiten oppikirjat muotoilevat funktion tarkoitta-
van sa¨a¨nto¨a¨, joka kuvaa riippuvuutta. Mielikuvan luomiseen ka¨yteta¨a¨n arkipa¨iva¨sta¨
tuttuja asioita kuten esimerkiksi todetaan hinnan olevan ma¨a¨ra¨n funktio. Esimerk-
kina¨ funktiosta ja sen toiminnallisuudesta pideta¨a¨n oppikirjoissa ”funktiokonetta”,
johon syo¨tetty luku muuttuu tietyn sa¨a¨nno¨n mukaisesti ja tulostuu toisena lukuna.
Funktiokone ei ole matematiikkaa vaan pikemminkin funktion havainnollistamisen
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apukeino. Kuitenkin funktiokone korostuu esimerkiksi yla¨koulun Pii-kirjassa, jossa
funktiokone ka¨sitella¨a¨n samoin kuin matemaattiset ka¨sitteet.
Funktiota ka¨sitella¨a¨n oppikirjoissa la¨hinna¨ lausekkeena ja siita¨ esitella¨a¨n sym-
bolisen esitystavan ja¨lkeen myo¨s graafinen esitystapa. Graafista esitystapaa ka¨yte-
ta¨a¨n apuna ratkaistaessa esimerkiksi funktion nollakohtia tai tutkittaessa funktion
kulkua. Numeerinen taulukoitu esitystapa esitella¨a¨n yla¨koulun oppikirjoissa, mut-
ta sita¨ ka¨yteta¨a¨n vain lineaarisen funktion piirta¨misen apuna. Verbaalisesti eli sa-
noin funktiota ei kuvata kuin yla¨koulun oppikirjoissa ”funktiokoneen” yhteydessa¨.
Oppikirjoissa painottuu funktion arvojen laskeminen, vaikka oppikirjoissa pyrita¨a¨n
la¨hestyma¨a¨n funktiota ymma¨rta¨misen kautta.
Kyselytutkimuksen perusteella oppikirja ja opettajan omat kokemukset ovat ta¨r-
keimma¨t opetuksen suunnitteluun liittyvista¨ tekijo¨ista¨. Eritta¨in ta¨rkea¨ksi opetuksen
suunnitteluun vaikuttavaksi tekija¨ksi tutkimuksessa nousi oppilailla ka¨yto¨ssa¨ oleva
oppikirja, mika¨ tukee aiempia tutkimuksia. Tuloksen perusteella voidaan pita¨a¨ op-
pikirjojen funktioka¨sitysta¨ ta¨rkea¨na¨ opetuksen ja oppilaiden oppimisen kannalta.
Toiseksi ta¨rkea¨ksi tekija¨ksi opetuksen suunnittelussa nousi opettajan omat koke-
mukset. Lukion opettajilla omat kokemukset opetuksen suunnittelussa olivat tilas-
tollisesti merkitseva¨sti ta¨rkea¨mpia¨ kuin yla¨koulun opettajilla. Oppikirja on opetuk-
sen suunnittelussa ta¨rkea¨ tyo¨va¨line, koska oppikirjassa on annettu valmiiksi opetet-
tavat sisa¨llo¨t ja tehta¨via¨. Omien kokemusten korostuminen tutkimuksessa osoittaa,
etta¨ opettaja vaikuttaa tapoihin opettaa uutta asiaa oppilaille, vaikka hyo¨dynta¨a¨
esimerkiksi oppikirjan ja¨rjestysta¨ ja tehta¨via¨.
Valtakunnallisen opetussuunnitelman perusteiden ta¨yttyminen opetuksessa ja¨a¨
usein oppikirjan tekijo¨iden vastuulle. Noin kaksi viidesosaa opettajista ei ka¨yta¨ lain-
kaan tai ka¨ytta¨a¨ vain va¨ha¨n valtakunnallisia opetussuunnitelman perusteita tai kou-
lukohtaista opetussuunnitelmaa opetuksen suunnittelussa.
Lukion opettajat suunnittelevat opetustaan huomioiden ylioppilaskokeiden vaati-
mukset ja tehta¨va¨tyypit. Ylioppilaskokeiden huomioiminen opetuksessa on ymma¨r-
retta¨va¨a¨ keskittyessa¨ saamaan opiskelijoille hyva¨t ylioppilaskoetulokset. Ylioppilas-
kokeiden vaatimukset saattavat jossain ma¨a¨rin ma¨a¨ra¨ta¨, millaista ymma¨rrysta¨ tai
proseduraalista laskutaitoa opettaja opiskelijoilta vaatii.
Opettajat pita¨va¨t ta¨rkeimpa¨na¨ asiana funktion ka¨sitteen opetuksessa funktion
ymma¨rta¨mista¨ riippuvuutena. Tulos on ymma¨rretta¨va¨, koska funktioita ka¨yteta¨a¨n
yla¨koulussa ja lukiossa kuvaamaan riippuvuussuhteita. Tulos tukee myo¨s oppikirjo-
jen funktioka¨sitysta¨. Vaikka oppikirjoissa funktio sa¨a¨nto¨na¨ nousi voimakkaasti esille,
sa¨a¨nno¨n tarkoitettiin kuvaavan riippuvuutta.
La¨hes puolet opettajista pita¨a¨ funktion merkinta¨tapaa ja ominaisuuksia kaavana
tai lausekkeena melko ta¨rkeina¨. Kuitenkin funktion ymma¨rta¨minen riippuvuutena
koetaan ta¨rkea¨mma¨ksi kuin merkinta¨ laskulausekkeena. Opettajilla on halu saada
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oppilaat ymma¨rta¨ma¨a¨n funktion ka¨site, vaikka heida¨n vaatimuksensa funktion ka¨-
sitteesta¨ saattavat olla epa¨ta¨sma¨llisia¨, suurpiirteisia¨ eika¨ matemaattisesti pa¨tevia¨.
Funktio vastaavuutena erottui tutkimuksessa muista funktioka¨sitysta¨ kuvaavista
luokista. Lukion opettajilla funktion ymma¨rta¨minen vastaavuutena on tilastollisesti
merkitseva¨sti ta¨rkea¨mpa¨a¨ kuin yla¨koulun opettajille. Sama tulos esiintyi jo oppikir-
joja tarkastellessa, koska vain lukion oppikirjoissa funktio ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaukse-
na. Muissa funktioka¨sitysta¨ kuvaavissa luokissa sukupuoli, opettajan opetusvuosien
ma¨a¨ra¨ tai opetettava luokkataso eiva¨t vaikuta merkitseva¨sti opettajien vastauksiin
eiva¨tka¨ luokat eroa toisistaan tilastollisesti merkitseva¨sti.
Tutkimus ei varsinaisesti pyrkinyt selvitta¨ma¨a¨n opettajien omaa na¨kemysta¨ funk-
tion ka¨sitteesta¨. Korkeasti koulutetun matematiikan opettajan oman aineenhallin-
nan ja sita¨ kautta funktion ka¨sitteen ymma¨rta¨misen tulee olla eri tasolla kuin mita¨
vaaditaan peruskoulun oppilailta. Funktion esitta¨minen riippuvuutena on yksinker-
taistettu tapa selitta¨a¨ funktion ka¨sitetta¨ peruskoulussa, kun joukko-opin ka¨sittele-
minen ei kuulu opetussuunnitelmaan. Lukiossa mahdollisuudet matemaattisempaan
esitystapaan olisi mahdollisia, mutta Pyramidia lukuunottamatta oppikirjoissa ei
mahdollisuutta juuri ka¨yteta¨ hyva¨ksi.
Tutkimuksessa opettajat jaettiin yla¨koulun opettajiin ja lukion opettajiin. Lu-
kion opettajat saattoivat opettaa lukion lisa¨ksi myo¨s yla¨koulussa. Kukin opettaja
ta¨ytti kyselylomakkeen vain kerran siita¨ huolimatta, etta¨ ha¨n olisi vastannut eri
tavalla yla¨koulun ja lukion opetusta koskien. Mika¨li opettajilla olisi ollut mahdolli-
suus vastata erikseen yla¨koulun ja lukion opetukseen liittyen, tulokset olisivat olleet
luotettavampia eika¨ kysymyksenasettelu olisi tuottanut niin paljon tulkinnanvarai-
suutta.
Mielenkiintoista olisi tutkia ka¨ytetta¨va¨n oppikirjan vaikutusta opetukseen. Ta¨l-
lo¨in eri oppikirjasarjojen ka¨ytto¨ pita¨isi huomioida valitessa tutkimuksen otosta. Ta¨-
ma¨n tutkimuksen tiedoilla oppikirjan vaikutusta opetukseen on mahdoton tutkia
luotettavasti, joten se ja¨tettiin tekema¨tta¨.
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A. KIRJOJEN VIITTAUKSET
Taulukko A.1: Peruskoulun oppikirjojen viittaukset funktioon
Vastaavuus Riippuvuusrelaatio Sa¨a¨nto¨
Laskutaito ”Funktio f on sa¨a¨nto¨, jonka
mukaan jokaista muuttujan x
arvoa vastaa ta¨sma¨lleen yksi
funktion arvo f(x).” (ma¨a¨ri-
telma¨)
Funktiokoneen sa¨a¨nto¨







”Matkaan ka¨ytetty aika riip-
puu nopeudesta” (esimerkki)
”Suuretta, joka riippuu toi-
sesta suureesta sa¨a¨nno¨nmu-
kaisesti, sanotaan ta¨ma¨n ja¨l-
kimma¨isen suureen funktiok-
si.” (ma¨a¨ritelma¨)
Pii ”Merkinta¨ f(x) tarkoittaa,
etta¨ funktion arvo riippuu
muuttujan x arvosta.”
”Funktio on sa¨a¨nto¨, joka liit-
ta¨a¨ jokaiseen muuttujan ar-






ta¨a¨n jokin luku, kone laskee
sa¨a¨nno¨n mukaan lukua vas-
taavan funktion arvon.”
”Funktion arvo riippuu muut-
tujan arvosta.”
”Kaksi suuretta voivat riip-
pua toisistaan siten, etta¨ toi-
sen arvo voidaan pa¨a¨tella¨ tai
laskea, kun toisen arvo tunne-
taan. Ta¨llaisten suureiden va¨-
lista¨ riippuvuussuhdetta kut-
sutaan funktioksi.”




tion lauseke f(x), jon-
























va¨ lauseke f(x) sisa¨l-
ta¨a¨ muuttujan x, joka
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Taulukko A.2: Lukion oppikirjojen viittaukset funktioon
Vastaavuus Riippuvuusrelaatio Sa¨a¨nto¨
Pyramidi ”Funktio eli kuvaus f jou-
kosta A joukkoon B liit-
ta¨a¨ jokaiseen joukon A al-






kuvaus eli funktio f seitse-




joukosta A joukkoon B?”
(esimerkki)











Funktio eli kuvaus f jou-
kosta A joukkoon B tar-
koittaa sa¨a¨nto¨a¨, joka liit-
ta¨a¨ jokaiseen joukon A al-
kioon yksika¨sitteisesti jou-











joittaa muotoon y = f(x),
missa¨ x on muttuja.”
Calculus ”Funktio joukosta A jouk-
koon B on sa¨a¨nto¨, joka
liitta¨a¨ jokaiseen joukon A
alkioon tarkalleen yhden
alkion joukosta B. (ma¨a¨-
ritelma¨)
”...sita¨ [funktiota] tarvi-
taan myo¨s muissa tieteis-
sa¨ tutkittaessa muuttu-
vien suureiden va¨lista¨ riip-
puvuutta.”
”...f on funktion nimi
ja tarkoittaa sa¨a¨nto¨a¨, jol-
la muuttujasta x saadaan
funktion arvo y.”
”Jonkin suureen arvo voi
riippua siita¨, mika¨ arvo
toisella suureella on.”
”Sa¨a¨nto¨na¨, jolla muuttu-
jan r arvoista saadaan











”Yhta¨lo¨ y = x2 esitta¨a¨ lu-
kujen x ja y va¨lisen riip-
puvuuden.” (esimerkki)
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Kaava Operaatio Representaatio
Pyramidi ”Funktion ma¨a¨ra¨a¨va¨t ta¨y-
sin ne arvot, jotka se saa
eri kohdissa.”
”Kuvaajan piirta¨miseksi ei
yleensa¨ riita¨, etta¨ las-























Taulukko C.1: Opetuksen la¨hto¨kohtia testaavien muuttujien Kolmogorov-Smirnov-
Lilliefors-testin testisuureet D, otoskoot N ja p-arvot.
Summamuuttuja testisuure D otoskoko N p-arvo
Valtakunnallinen ops 0,197 76 0,000
Koulukohtainen ops 0,185 74 0,000
Ka¨ytetta¨va¨ oppikirja 0,270 77 0,000
Muu oppikirja 0,169 74 0,000
Opettajan opas 0,169 72 0,000
Yo-tehta¨va¨tyypit 0,191 70 0,000
Yo-koe vaatimukset 0,250 69 0,000
Kollegoiden ideat 0,223 77 0,000
Omat kokemukset 0,353 78 0,000
Jotain muuta 0,287 31 0,000
Taulukko C.2: Funktioka¨sityksen summamuuttujien Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors-testin
testisuureet D, otoskoot N ja p-arvot.
Summamuuttuja testisuure D otoskoko N p-arvo
Vastaavuus 0,179 78 0,000
Riippuvuusrelaatio 0,279 78 0,000
Sa¨a¨nto¨ 0,286 78 0,000
Kaava 0,284 77 0,000
Operaatio 0,249 78 0,000
Representaatio 0,247 78 0,000
Testisuureen kriittisiksi arvoksi saadaan esimerkiksi
D = 0, 1167 kun N = 78.
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D. FREKVENSSITAULUKOT
Taulukko D.1: Opetuksen suunnittelun la¨hto¨kohtien prosenttiosuudet (%) ja frekvenssit
(suluissa) eri vastausvaihtoehdoille seka¨ mediaanit Md.
en lainkaan va¨ha¨n jonkin verran usein aina
Muuttuja 1 2 3 4 5 Yht. Md
Valtakunnallinen ops 19,7 15,8 19,7 27,6 17,1 3
(15) (12) (15) (21) (13) (76)
Koulukohtainen ops 12,2 27,0 20,3 24,3 16,2 3
(9) (20) (15) (18) (12) (74)
Ka¨ytetta¨va¨ oppikirja 1,3 2,6 9,1 40,3 46,8 4
(1) (2) (7) (31) (36) (77)
Muu oppikirja 8,1 27,0 32,4 27,0 5,4 3
(6) (20) (24) (20) (4) (74)
Opettajan opas 25,0 20,8 19,4 22,2 12,5 3
(18) (15) (14) (16) (9) (72)
Yo-tehta¨va¨tyypit 58,8 32,4 5,9 2,9 0,0 1
(yla¨koulu) (20) (11) (2) (1) (0) (34)
(lukio) 5,6 16,7 33,3 30,6 13,9 3
(2) (6) (12) (11) (5) (36)
Yo-koe vaatimukset 71,4 20,0 5,7 2,9 0,0 1
(yla¨koulu) (25) (7) (2) (1) (0) (35)
(lukio) 8,8 2,9 35,3 32,4 20,6 4
(3) (1) (12) (11) (7) (34)
Kollegoiden ideat 6,5 14,3 40,3 33,8 5,2 3
(5) (11) (31) (26) (4) (77)
Omat kokemukset 0,0 5,1 7,7 41,0 46,2 4
(yla¨koulu) (0) (2) (3) (16) (18) (39)
(lukio) 0,0 0,0 5,1 23,1 71,8 5
(0) (0) (2) (9) (28) (39)
Jotain muuta 48,4 12,9 19,4 9,7 9,7 2
(15) (4) (6) (3) (3) (31)
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Taulukko D.2: Funktioka¨sitysluokkien prosenttiosuudet (%) ja frekvenssit (suluissa) eri
vastausvaihtoehdoille seka¨ mediaanit Md. Likert-asteikon numerointi kuvaa muuttujan
ta¨rkeytta¨.
jonkin
Summamuuttuja ei lainkaan hieman verran melko eritta¨in
1 2 3 4 5 Yht. Md
Vastaavuus 5,1 25,6 32,1 24,4 12,8 3
(4) (20) (25) (19) (10) (78)
Riippuvuusrelaatio 0,0 1,3 17,9 55,1 25,6 4
(0) (1) (14) (43) (20) (78)
Sa¨a¨nto¨ 1,3 10,3 38,5 47,4 2,6 4
(1) (8) (30) (37) (2) (78)
Kaava 0,0 9,1 29,9 49,4 11,7 4
(0) (7) (23) (38) (9) (77)
Operaatio 1,3 19,2 46,2 26,9 6,4 3
(1) (15) (36) (21) (5) (78)
Representaatio 0,0 16,7 35,9 41,0 6,4 3




Taulukko E.1: Yla¨koulun ja lukion opettajien eroa kuvaavat p-arvo opetuksen la¨hto¨kohta
-muuttujissa ja merkitseva¨ ero 5 % riskitasolla merkitty ta¨hdella¨.
sukupuoli luokkataso opetusvuodet
Muuttuja p-arvo p-arvo p-arvo
(Mann-Whitney) (Mann-Whitney) (Kruskal-Wallis)
Valtakunnallinen ops 0,049 * 0,949 0,553
Koulukohtainen ops 0,001 * 0,735 0,294
Ka¨ytetta¨va¨ oppikirja 0,866 0,565 0,957
Muu oppikirja 0,065 0,911 0,111
Opettajan opas 0,171 0,826 0,104
Yo-tehta¨va¨tyypit 0,420 0,000 * 0,044 *
Yo-koe vaatimukset 0,147 0,000 * 0,040 *
Kollegoiden ideat 0,166 0,872 0,323
Omat kokemukset 0,308 0,020 * 0,338
Jotain muuta 0,949 0,597 0,268
Taulukko E.2: Sukupuolen, opetettavan luokkatason ja opetusvuosien p-arvot funktioka¨-
sitysluokissa. Merkitseva¨ ero 5 % riskitasolla on merkitty ta¨hdella¨.
sukupuoli luokkataso opetusvuodet
p-arvo p-arvo p-arvo
Summauuttuja (Mann-Whitney) (Mann-Whitney) (Kruskal-Wallis)
Vastaavuus 0,759 0,003 * 0,022 *
Riippuvuusrelaatio 0,182 0,606 0,518
Sa¨a¨nto¨ 0,729 0,498 0,456
Kaava 0,516 0,914 0,108
Operaatio 0,919 0,638 0,948
Representaatio 0,123 0,059 0,755
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F. SPEARMANIN KORRELAATIOMATRIISI
Taulukko F.1: Spearmanin korrelaatiokertoimet ja p-arvot (suluissa) funktioka¨sitysluokil-
le. Merkitseva¨ ero 1 % riskitasolla on merkitty ta¨hdella¨. Lyhenteet tarkoittavat Vast. =
vastaavuus, Riip. = riippuvuusrelaatio, Oper. = operaatio, Rep. = representaatio.




Sa¨a¨nto¨ 0,167 0,545 1,000
(0,144) (0,000) *
Kaava 0,188 0,559 0,311 1,000
(0,101) (0,000) * (0,006) *
Oper. 0,188 0,375 0,449 0,345 1,000
(0,100) (0,001) * (0,000) * (0,002) *
Rep. 0,142 0,533 0,532 0,399 0,315 1,000
(0,214) (0,000) * (0,000) * (0,000) * (0,005) *
